LES SUITES : Révisions et principe de récurrence

I. Définitions, notations :

1) Définition :
Une suite numérique est une liste ordonnée (et infinie) de nombres réels.

Soit ny €IN .
Une suite numérique est une fonction définie de IN ou d'une partie de IN dansR .
u: IN— R
n — u(n)
Le nombre u(n) sera noté u, par commodité.
Une suite est notée u ou (uy)ney sile premierindice est 0, (uy)nsn, Sile premier indice est n,.

Un terme de la suite est noté u,, (sans parenthése).
Les termes u, et u,,; sontdeuxtermes consécutifs.

Exercice : Le premier terme d’une suite est v; = 10.
Ne pas confondre la position, la notation et la valeur d’'un terme.
Le premier terme de cette suite est noté v; et vaut 10.
Le dixieme terme sera noté v,
V4o estle trente-huitieme terme de cette suite.
La valeur de v, est la valeur du 2¢e terme de la suite ( on ne peut pas la calculer )
La valeur de v, n'existe pas car le premier terme de la suite est v3

Remarque : Quand on transmet une suite on doit donner le moyen de calculer tous ses termes.
Communiquer le premier ou méme les dix premiers ne suffit pas !

2) Mode de génération d'une suite :

Forme explicite : " une formule avecn "

La suite (U,),s, définie par u, = 5 n? —n + 1 (on dit que c’est I'expression du terme général u,, )

1
Exemple: u,=f(n)avec f(x)= EXZ -x +1

» le premier terme de cette suite est noté u, ;il vaut f(2)= = x2?-2+1=1 donc u, =1

N

» le dixieme terme de cette suite est noté u,, ; il vaut f(11)= = x11>-11+1=50,5 doncu,; = 50,5

N =

» Uy, estle trente neuvieme terme de cette suite

1
eton a u,y = f(40)= 5% 402-40+1=761 donc u,, =761
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> Utilisation de la calculette
NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP

NORHAL FLOTT AUTO REEL DEGRE HP
. NORHAL FLOTT AU

Graphl Graphz Graph3 APP SUR + POUR &TH
TYPE: SUITE(n+1) SUITE(nm+2)

RADIANJN i nMin=2

FONCTION PARAMETRIQ POLAIRE vt R

T3 POINT-EPAIS FIN POINT-FIN 1-u(n)B0:n-n+1

SEQUENTIELLERRSIYIA 2

REEL I D L O P

439, [{d] HORIZONTAL GRAPHE-TABLE u(2)8

TYPE FRACTION:[¥F]  Uned u(3)=

R RESULTATS: DEC .
quitter DIAGNOTIQUESSTATS: NAFF  [Idd ~wvin)=
ASSISTANT STATS: G NAFF v(2)=
mode REGLER HORLOGE xR RS R FHTTTY]
LANGUE : FRANSAIS

puis aller dans la table pour avoir la liste des termes.

Forme récurrente :

Une suite est définie par récurrence lorsqu’elle est définie par la donnée de son premier terme
et d’une relation qui permet de calculer un terme quelconque a partir du terme précédent.

On donne donc I'expression de u,, 1 en fonction de u, .

Cette relation est appelée relation de récurrence.

Exemple : Le premier terme d’une suite est u; =4 et on sait aussi que u,,; = 2u, —3
Il faut lire cette écriture en francais :
" on passe d’un terme au suivant en le multipliant par 2 puis en retranchant 3 "

Dans cet exemple u,,q = f(u, ) avec f la fonction définie par f(x)=2x-3.

» le premier terme de cette suite est noté us ;il vaut4

» le dixieme terme de cette suite est noté u,, ;il vaut f(uy; )=2xu;; —3
» Uy, estle 38éterme de cette suite

eton a uyy = f(uzg)=2xu39—3
Pour calculer un terme, il faut connaitre tous les termes précédents.

> Avec la calculette :

NORMAL FLOTT AUTD REEL RAD MP
CONDITION INITIALE [] NORHMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n

Grarhl Grarh2 Graph3 Graprhl Graph2 Graph2
TYPE: SUITE(n+1) SUITE(n+2) TYPE: SUITEGH SUTTECH+2)
nMin=3 nMin=3
~u(n)B2uin-1)-3 B-u(n+1)B2u(n)-3
u(3)g4 u(3)B84
u(4)= u(4)=

i-vin)= B-vin+l)=
v(3)= vi(3)=
v(d4)= vid4)=
~win)= B~w(n+l)=

ou
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3) Représentation graphique d'une suite :

» Pour toutes les suites on peut placer dans un repére les points de coordonnées (n ; u,, ).

Exemple : Représenter dans le plan la suite (u,,),,cy définie par u, =n>-n+1

E
43 +
12
1
10
9
i D
7 +
5]
5
* c
3 +
A B
=+ +
0 1 2 3 4 5
—4
A(O;up) et ug =0*-0+1=1 donc A(0;1)
B(l,u;) et uyy =12-1+1=1 donc B(1;1)
C(2;uy,) et uy =22-2+1=3 donc C(2;3)
D(3;u;) et ug =3>-3+1=7 donc D(3;7)
E(4;u,) et uy, =4>°-4+1=13 donc E(4;13)

ATTENTION ! On ne trace pas de courbe !

0

RMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP
DITION INITIALE

Graphl Graph2 Graph3
TYPE: EIINIAES] SUITE(»+1) SUITE(n+2)
nMin=0

B-u(n)Bni-n+l

u(@)B

u(l)=

i~vin)=

v(@)=

vil)=

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP
APP SUR + POUR &

== 003 =~ O U D W R
~
[

n=0
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» Pour les suites récurrentes de la forme u,,; = f (u, ), on peut facilement construire I'évolution des

termes sur I’axe des abscisses quand on connait la courbe représentative de la fonction f.

Représenter dans le plan la suite (1) ey définie par Uy, = f (U, )

avec f(x)=x2—2x+1

Exemple :

=0,6.

et ug

1.2

0,3.

03 04

0.2

t s

+
Us oy

Recommencer avec Ug

13

1.2

08

08

07

0.4

0.9

0.8

0.7

0.6

05

04
03

02
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4) Variations d'une suite :

» Une suite est croissante lorsque pour toute valeurden>ny,ona u, <u, 4

» Une suite est décroissante lorsque pour toute valeurden>n,onau, > U,

» Une suite est constante lorsque ses termes sont tous égaux.

Il'y a donc nécessité de comparer deux termes consécutifs quelconques.

L'étude du signe de la différence de deux termes consécutifs, soit u,,; — u, permet de conclure.
En effet si u,.; — u, =0 par exemple, on en conclura que u,;1 > u, .

Exercice : Déterminer les variations de la suite ( v, )n>2 définiepar v, =3n+1.

pour n quelconque n> 2ona:
Upt1— Vp=3(n+1)+1-(3n+1)=3n+3+1-3n-1=3et 3>0,

donc la suite ( v, )n>2 est strictement croissante.

Lorsque tous les termes d’une suite sont non nuls et de méme signe, si on arrive a comparer le quotient

Un+1 .
—— a 1, on peut aussi conclure.
Un
. Unt1
En effet, si >1 onen concluraque up;1 U, .
Un

Mais attention, il faudra étre capable de justifier que tous les termes de la suite sont non nuls et de
méme signe ce qui n'est pas toujours évident.

Pour une suite explicite u, =f(n), les variations de f surlintervalle [ no; + o [ permettent de
conclure.
En effet, si f est strictement croissante sur l'intervalle [ no; + o [, on peut écrire que l'on a
n<n+1 donc f(n)<f( n+1) car f neperturbe pas l'ordre d'ou u, < Up;q1 -
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II. Suites arithmétiques :

Définition :
On dit gu’une suite est arithmétique quand on passe d’un terme au suivant en ajoutant toujours la
méme valeur que I'on appellera la raison et que l'on noterarr.

Ainsi (u,) est arithmétique <> pourtoutevaleurden>n, ona u,,; =uU, +r
& Upyq — U, estune constante égale a la raison r.
Lien entre deux termes quelconques : Exercices basiques:

Soient u,, etu, deux termes quelconques d’une suite arithmétique (u,,).
Légalité u, = u, +(m-p)xr estvraie .

Sens de variation d’'une suite arithmétique
Si (uy) est arithmétique alors u,,; — u, =r donc son sens de variation dépend du signe de la raison.
Si r est strictement positif la suite (u,,) est strictement croissante
Si r est nul la suite (u,,) est constante
Si r est strictement négatif la suite (u,,) est strictement décroissante

Représentation graphique d’une suite arithmétique
Si (uy) est arithmétique alors u, = uy+nr=rn+ u, donc les points de sa représentation graphique
sont alignés sur une droite dont le coefficient directeur est r et I'ordonnée a I'origine u,.

Somme de termes consécutifs d’'une suite arithmétique
Soit S la somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique (somme écrite dans l'ordre des termes
de la suite), on peut calculer S de la fagon suivante :

premier terme de la somme + dernier terme de la somme
2

S= x nombre de termes de la somme

Exercices basiques:
1) Démontrer que la suite (uy)n>2 définie paru, = —2n +1 est une suite arithmétique.
En déduire son sens de variation.

pour n quelconque n> 2ona:
Upyr —U, =-2(n+1)+1-(-2n+1)=-2n-2+1 +2n-1=-2.

—2 une constante donc cette suite (u,),s, est arithmétique de raison — 2.
La raison est négative donc la suite est décroissante.

2) La suite (u, )n>1 estarithmétique de premier terme u; =4 etderaison r=4,3.
Déterminer u;, puis donner I'expression du terme général u,, en fonction de n.

ulO =u1 +(10—1)X4,3=4+9X4'3:42'7

U, =u; +(n-1)x43=4+43n-43 =43n-0,3
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3) Soit (uy,) la suite arithmétique de premier terme u3 = 11,5 et de raison 4.
Déterminer S=1uUs + Uy + Us + ceevrerernrerrreecerreenns + Usgg

lya 50-3+1 termes dans cette somme. Le premier estuz =11,5
Le dernierest ugy =uz; +(50—-3)x4=11,5+47 x4 = 199,5

11,5 + 199,5
Alors S = f x 48 = 5064

4) Calculer S=35+40+45+ 50+ ccceoveiveeveceeeieee e +1000

On a une suite arithmétique de raison 5.
1000 - 35

Il'yadonc — 5 +1 =194 termes dans cette somme.
Le premier est 35 . Le dernier est 1000.
35+ 1000
Alors S = -5, X 194 =100 395
5) CalculerS=1+2+3 44+ e +n.

¢ en utilisant la formule ci-dessus :

On a une suite arithmétique de raison 1.
Il'y a ntermes dans cette somme. Le premier est 1. Le dernier est n.

Al S_1+n>< n(n+1)
orsS =— n=—"——"
e démontrons le !
ona S= 1 + 2 + 3 +(n-1)+ n.
onaaussi S= N + (N=1) +(N=2) 4 s + 2+ 1.
Alors S+S=(n+1)+(N—=1+2)+(N=2+3)+ cevcevrrerrrrrrrrerenns +(n=1+2)+(n+1)
soit S+S=(n+1)+ (n+1) + (N+1) + v, + (n+1) +(n+1)
soit 2S =(n+1)x(lenombre de termes égauxa n+1).
soit 2S =(n+1)xn.
nin+1)
On retrouve S == 5
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I11. Suites géométriques :
Définition :
On dit qu’une suite est gé¢ométrique quand on passe d’un terme au suivant en multipliant toujours
par la méme valeur que l'on appellera la raison et que 'on notera q.

Ainsi (u,,) est géométrique <> pour toute valeurde n>n, ona u,,q; =u, xXq

Lien entre deux termes quelconques :
Soient u,, etu, deux termes quelconques d’une suite arithmétique (u,,).
e pres ~ m— .
Légalité u, = u, x q"~P  estvraie .

Somme de termes consécutifs d’'une suite géométrique
Soit S une somme de termes consécutifs d’une suite géométrique de raison # 1 (somme écrite dans

I'ordre des termes de la suite), on peur calculer S de la fagon suivante :
1- nombre de termes de la somme

S

premier terme de la somme X

1-q
premier terme de la somme — dernier terme de la somme x raison
1 — raison

Exemples basiques :

2n+1

1) Démontrer que la suite (u,)n>2 définie paru, = est une suite géométrique.

3n—2

Etudier ses variations.

2n+1+ 1 2 % 2n+l 2 2n+l 2
Uns1 = 3n+1—2 = 3 x 3n-2 =§ X 3n—2 =§ X Up
: : . : 2 : 23
ce qul prouve que cette suite est geometrlque de raison 5 et de premier terme U, = 30 =8

Pour étudier les variations on calcule la différence un+1 — un puis on étudie son signe
2n+2 2n+1 2n+2 2n+l x 3 2n+1 X ( 2—3 ) 2n+1 % (_ 1 )
=3n—1 - 3n-2 =3n—l - 3n-2yx3 = 3n-1 = 3n-1
Etude du signe: 2™>0 ; 3™'>0 et —3<0
donc un+1— un <0 donc la suite (un ) est décroissante.

Un+1 — Un

2) (u, )n>1 estune suite géométrique de premier terme u; =6 et de raison q = 2.
Déterminer u;, puis donner |'expression du terme général u,, en fonction de n.

Ona Ujp = Uy x 20-1 =6 x 2°=3072.

n

2

et U, = U x2"1=6x2""1=6x =3 x2"

3) Soit (u,, ) la suite géométrique de premier terme u, =12 et de raison 1,5.

Déterminer S =1y + Us + Uy + coovvreeereeernrere e s + Uqq
Ona Soq yLZLSUP_ L 1-15%0 58025 174075
na>=thx™ 15 ~ 05 512 128
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g U2~ unx15 12-12x1,5°x 1,5 12 -12 x 1,5%° 54424 x 1502 174075 oo
- - P - — )( = ~
ou 1-15 0,5 0,5 ‘ 128
4) CalculerS=1+4+2+4+4+8+ 16+ cccoeveererececreceererenne. +2048
On a une suite géométrique de raison 2.
g 1720482 1-409% _ ..
- 1-2 = -1
5) Exprimer plus simplement S=1+x+ x> + x3 + x* + X° + oveveveenens + X"
(avecx#1)
e en utilisant la formule ci-dessus :
S_l—XnXX ~ 1_Xn+1 ~ Xn+1_1
T o1-x 0 1-x  x-1
e démontrons le !
(1-x)xS =S—-xxS
= s }
-XxxS ( écrivons le calcul sur deux lignes)
= LHX+ X2 X F X X F e A X7
—XX (T4 Xx+x%2 + + X + X%+ e, +x")
= LHX+ X2 X F X X F e+ X7
X=X = = X X e —x" —x"t
- 1 _Xn+1
1_Xn+1
Ainsi (1-x)xS=1 —x"soit S =
1-x
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IV. Principe général du raisonnement par récurrence :

C'est un raisonnement " de proche en proche " qu'on a déja utilisé de manicre intuitive pour les suites
arithmétiques et géométriques (démonstration de u, =uo+nr etde un=uo x q").
C'est le principe d'un chateau de dominos :

e sion pousse un domino, le suivant tombe, et le suivant du suivant et tous les autres
e mais il faut pousser un premier domino, sinon rien ne tombe...

Pour démontrer par récurrence qu'une propriété Pn est vraie pour tout #, on utilise 3 étapes:

1) Initialisation :
On vérifie que la propriété est vraie au premier rang, pour n =0 (oun =1, 2....) .
On a alors : Po est vraie (ou Py, P2 ...).

2) Hérédité :
En supposant que la propriété est vraie pour un nombre n =k ( hypothese de travail Py est vraie ),
on démontre qu'elle est dans ce cas vraie pour le rang k + 1.
On a alors : Si P est vraie pour un certain k , alors Px+| est vraie.

3) Conclusion :
Comme la propriété est vraie pour n = 0, et qu'elle est héréditaire, alors elle est vraie pour tout 7 .

On considére une suite (u,) définie sur IN par up=6 et un+1 =0,2us— 3.
On veut démontrer par récurrence que pour tout z on a alors u, > — 3,75. Cette relation est Py.

1) Initialisation
Pourn=0, Popest up>—-3,75 orup=6¢et 6 >—3,75 donc la propriété est vraie pour n = 0.

Po est vraie.

2) Hérédité

Soit un entier naturel k pour lequel P est vraie c’est-a-dire que ux = — 3,75.

Démontrons qu'alors Px+1 est vraie c’est-a-dire que uk+ > — 3,75.

D'apres la définition de la suite, uk+1 = 0,2 ux — 3.

En utilisant I'hypothese de récurrence, on obtient ux >— 3,75 < 0,2 ux>0,2 x (—3,75)
< 02u-3>-0,75-3
< w2 =375

Donc P+ est vérifiée.

3) Conclusion :
Comme la propriété est vraie pour n = 0, et qu'elle est héréditaire, alors elle est vraie pour tout .

On a donc, pour tout n entier naturel, u, > — 3,75.
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