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TSPE DEVOIR SURVEILLE N° 8 (2H) /40

Les éléves disposant d'un tiers-temps ne traiteront pas les questions précédées d'un @

Exercice 1 : QCM : Entourer la bonne réponse ( 10 points)
Le codage « base64 », utilisé en informatique, permet de représenter et de transmettre des messages et
d’autres données telles que des images, en utilisant 64 caractéres : les 26 lettres majuscules, les 26 lettres
minuscules, les chiffres de 0 a 9 et deux autres caractéres spéciaux.

On s’intéresse aux séquences de 4 caractéres en base64. Par exemple, « gP3g » est une telle séquence.
Dans une séquence, I’ordre est a prendre en compte : les séquences « m5C2 » et « 5C2m » ne sont pas

identiques.

1. Le nombre de séquences possibles est :

P

41 b. (6;‘) c. 16777216 d. 64x63x62x61

2. Le nombre de séquences si I’on impose que les 4 caracteres sont différents deux a deux est :

|
. % b. 644 c. 635376 d. 15249 024

[S)

3. Le nombre de séquences ne comportant pas de lettre A majuscule est :

a (633) b, 634 ¢, 63x62x61 d. 3

4. Le nombre de séquences comportant au moins une lettre A majuscule est :

a. 1024 255 b. 15249 024 c. 64 x 63* d. 16 777 216

5. Le nombre de séquences comportant exactement une fois la lettre A majuscule est :

(63) b. 63° c. (4) < 63 d. 9L
3 1 (63—3)!

®

@ 6. Le nombre de séquences comportant exactement deux fois la lettre A majuscule est :

a. 6 x 632 b. 2 x632 c. (622) d. 2x63x62



Exercice 2 : (16 points)
A. Calculer les valeurs exactes des intégrales suivantes :

2 1 e
D= [x—Z+edx 5 2) I= [122°(x’+1)dx @3)K= [ (4x+1)nxdx
1 X 0 1

(Pour K, on fera une intégration par parties.)
B. Soit f la fonction définie sur [-0,5; 1] par f(x) =x (x> —x — 1), dont on donne 2
la courbe représentative ci-contre.

1. Calculer I’aire du domaine hachuré compris entre C; et (Ox) sur [-0,5; 1]. ]
2. Calculer la valeur moyenne de fsur [-0,5 ; 1].

3. Déterminer les valeurs exactes du minimum noté m et du maximum noté M de f.

4. En déduire un encadrement de la valeur moyenne de fsur [-0,5 ; 1].

@ C. Soient les fonctions f et g définies sur [_77[ ; %] par :

g o
COS X L oy

flx)= ———— et X)=—e

() 2+sin x &) 2 >
et dont on donne les représentations graphiques ci-contre. 1
Déterminer 1’aire, en u.a., du domaine hachuré ' %
compris entre C; et C, sur [_Tn ; %]. (On pourra utiliser le ft/2 o o
graphique pour lire la position des deux courbes)
Exercice 3 : (14 points)

n _1-x

1

On considere la suite ( u, ) définie pour tout entier naturel » non nul par u, = f x'e "dx
0

1. A I’aide d’une intégration par parties vérifier que u, =e —2.

n

2. a. Justifier que pour tout x € [0 ; 1] et pour tout entier naturel n non nul, 0 < x"*' < x".

b. En déduire que pour tout entier naturel » non nul, 0 < u u

n+l n

c. Montrer que la suite ( u, ) est convergente.

@3. a. Al’aide d’une intégration par parties, démontrer que pour tout entier naturel » non nul on a :

un+1 = (l’l +1) un - 1
b. On considere le script Python ci-contre définissant la fonction suite() : from math import exp
. . . ) ) . def suite():
Compléter le script Python ci-dessus pour que la fonction suite() renvoie la
1 u-=...
valeur de f xte! dx for nin range (1, ...):
0
u=..
return
BONUS :
, . e
4. a. Démontrer que pour tout entier naturel n nonnulona: u, < ——.

n+1
b. En déduire la limite de la suite ( u, ).



CORRIGE
1. Le nombre de séquences possibles est :

A b (6:) d. 64x63x62x61

2. Le nombre de séquences si I’on impose que les 4 caracteres sont différents deux a deux est :

!
a. 64i' b. 64* c. 635376 d. 15249 024

3. Le nombre de séquences ne comportant pas de lettre A majuscule est :

(633) c. 63x62x61 d. 39

4. Le nombre de séquences comportant au moins une lettre A majuscule est :

b. 15249 024 c. 64 x 63° d. 16777216

5. Le nombre de séquences comportant exactement une fois la lettre A majuscule est :

a (63 b, 63° 4 9
3 (63-3)!

@ 6. Le nombre de séquences comportant exactement deux fois la lettre A majuscule est :

b. 2x63 c. (622) d. 2x63x62

1. Pour chaque caractére, il y a 64 possibilités, donc pour une séquences de 4 carac-
téres, il v a 64 possibilités, soit 16 777 216 possibilités. On pourra noter

card(€2) = 16777216.

®

®

2. 5i les caractéres sont différents deux a deux, il s’agit alors d'un arrangement de 4
I

G4!
caractéres parmi 64 : m =64 x 63 » 62 x 61 = 15249024 possibilités.

3. a. Onreprend la guestion 1. avec seulement 63 caractéres. cela donne donc
631 = 15752961 possibilités.

b. Soit X I'événement : « la séquence ne comporte pas la lettre A ».
Son événement contraire est done : X «la séquence comporte au moins une
fois la lettre A ».
Ainsi card(X) + card(X) = card(Q)) done card(X) = card((2) — card(X) = 647 —
63* = 1024255,
Il v a donc 1024 255 séquences contenant au moins une fois la lettre A.

c. Laletire A peut se situer dans I'une des quatre positions dans le code, les trois
autres lettres étant différentes. Il y aura donc 4 x 63? = 1000188 possibilités.

4
d. llya (2) facons de placer les deux lettres A dans la séquence. Les deux autres

4
lettres ne sont pas des A. Il y aura donc (2) x 63% = 23814 possibilités.



Exercice 2 : (16 points)

2 x 1 X2 1 2 1 -1 3 1 -2
= N = [ T — = + — - -(— + - = = + —
1 fx +e "dx [ STt e =@ 1 ¢ ) (2 l-¢ ) L e e

@3)K= f(4x+1)lnxdx wx)=4x+1; vi(x)=Inx; ux)=2x*>+x; V’(x)=l
4 X

K= [(2x*+x)Inx] - f(2x2+x)ldx =2e>+e - [x'+x] =2e?+te—c-e+2 = 2+2
1 x

B. Soit f la fonction définie sur [-0,5 ; 1] par f(x) =x (x> —x—1)= x'—x"—x
1. l aire du domaine hachure vaut : s

f ¥—x'—xdx - fx—x —xdx 1

-0,5

B S U L DU U TR U SR E
4 3 279 4 3 270 64 248 4 3 2 192 5 fas o

1
2. La valeur moyenne de f sur [-0,5 ; 1] qui vaut p = (=05 f X —x'—xdx SRSk
) —05 =1

2. x' X Xy 2,1 1 1 1,1 1,_-11
= kil = (—— — )} =
3[4 3 2]‘05 3(4 32 (64 24 8))

3. Pour déterminer les valeurs exactes du minimum noté m et du maximum noté M de f, on cherche les
valeurs ou la dérivée s’annule en changeant de signe :

PO =32 -2x—1; A=16; xi=1; x2= _Tl

f’(x) est un polynome du second degré donc s’annule en changeant de signe en ses racines

-1 5
DoncM=f — )= =—= etm=1(1)=-1.
onc ( 3 ) 7 etm=1(1)

4.0n a les inégalités m < f(x) <M sur [ -0,5; 1].

En intégrant , on obtient : f mdx < f X’ —x’—xdx< f Md x
-0,5 -0,5 -0,5
1 1

Done mx(1 - (-05))< | x*—x’—xdx<Mx(1—(-0,5)) et doncm < ﬁ [ ¥=x-xdx<M
-0.,5 TAUTYY) o5

La valeur moyenne de f sur [-0,5 ; 1] est donc comprise entre m=-1 et M = 25—7
g -

@ C. Soient les fonctions f et g définies sur [_77[ ; %] par : -

COS X |
f(x) = _ 1
0= Frsinx g =5e
et dont on donne les représentations graphiques ci-contre. ' K
foaf/2 o TI/6




—2x+ COS‘X
2+sin x

O Sy V[
|

N | —
Q
o

0
. . , 1 - COS X
L’aire du domaine hachuré vaut: A= f Ee zx——2+ —dx +
sin x

_r
2
T

A = [—lefzx—ln(2+sinx)]o_ +[%e2x+ln(2+sinx)]g

: 3
_ 2l s de s Loaumd) —lonpy
4 4
T 3 n _Tn_
= €*e 72 o)+ m(2) = £ "2
4 4
Exercice 3 : (14 points)
1
u, = fxel_xdx v= e v =x; u)=-¢""; vx) =1
0
1
u, = [—xe' "] - f—el_xdx = -1-[e "]y =-1-1te=e¢-2
0

On considére la suite (1, ) définie pour tout entier naturel n non nul par

1 1
L= f falx)dx c'est-a-dire u,= f x"e! *dx.
] o

On admet que 1) = e—2.

1. a Pourxe |0;1l],ona:0< x=< 1.

x = 0donc x" = 0; on multiplie I'inégalité précédente par x" :
Ox X" SxxI"CIxx” = 0 x™ g

On a donc démontré que pour tout entier naturel n, ona:

0 EI:HE < x"

=

b. On sait que pour tout x € B, e'~* > 0, donc, d’aprés la question précédente :

{]&;x"‘l 5; .1'” I]'E:-:J."Hl E\1—.1: - En Ei_I.

EoTe

Donc, d'aprés la positivité de 'intégration :

1

1
0 x™lel-T < xmeloT ﬂg‘f xrr+lel—.rdx£f Pel Ty = m
0 1]

¢. D'aprés la question précédente, puisque iy.1 = Uy la suite (u,) est décroissante.
De plus, puisque 0 < i, elle est minorée par 0.

Donc, d'aprés le théoréme de convergence monotone, la suite (uy,) est convergente
vers une limite positive ou nulle.

b b

2.  a. Onsaitque pour u et v dérivables nna:f ' (x)r(x)dx = [u(x) u[x}lﬁ—f u(x)v'(x)dx.

a [
Posons u'(x) = el~F et v(x) = x™*1. Alors u{x) = —el“T et v/(x) = (n+ 1) x".

On adonec:

1
f xrr+1 el"‘dx
0

1
[_In+EE]—.1']Er_j; {H+1}.1“"{—E]_I] dx

1
_ln'+lel—] _{_Hn+lel—l}]_(n+1]f _anl—de.
o

1
=1 +|{n+1}|f x"e!tdx
0



(On a donc bien :

|H“+g = (n+l}|un—1|.

b. On compléte le script Python en bleu ci-dessus pour que la fonction suite () renvoie

1
la valeur def xPel *dx.
i}

from math import exp

def suite()
u = exp(l)-2
for n in range (1,8):
u=(n+tl) # u - 1

return u

3. a. Onse place dansl'intervalle d'intégration : soit x € [0; 1], donc
0<x<1=1-x<1= e'"*< e (croissance de lafonction exponentielle)

= e "< x"xe (x"20)

1 1
= f el *dx g f x" % edx (craoissance de I'intégration)
[ 0

1

1 1 xn'+1
==—f el Ydx < Ef "dx = uz< e
0 i n+1jy
e
= Un &
n+1
- e
b. On sait que pour tout n, ona: 0= uy,; donc 0 < u, = "
n+

Or lim

=0, donc d'aprés le théoréme des gendarmes, on peut dire que
n—+oo 1 4

lim w,=0
IT==+00




