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         TSPÉ DEVOIR SURVEILLÉ N° 8  (2H)                              /40
Les élèves disposant d'un tiers-temps ne traiteront pas les questions précédées d'un @

Exercice 1 : QCM :  Entourer la bonne réponse ( 10 points)        

Le codage « base64 », utilisé en informatique, permet de représenter et de transmettre des messages et 
d’autres données telles que des images, en utilisant 64 caractères : les 26 lettres majuscules, les 26 lettres 
minuscules, les chiffres de 0 à 9 et deux autres caractères spéciaux. 

On s’intéresse aux séquences de 4 caractères en base64. Par exemple, « gP3g » est une telle séquence. 

Dans une séquence, l’ordre est à prendre en compte : les séquences « m5C2 » et « 5C2m » ne sont pas 
identiques. 

1. Le nombre de séquences possibles est : 

a.    4 ! b.  (64
4 ) c.  16 777 216 d.  64636261

2.  Le nombre de séquences si l’on impose que les 4 caractères sont différents deux à deux est :

a.  
64!
4!

b.  64⁴ c.  635 376 d.  15 249 024

3. Le nombre de séquences ne comportant pas de lettre A majuscule est :

a.   (63
3 )  b.  63⁴ c.  636261 d.  363

4.  Le nombre de séquences comportant au moins une lettre A majuscule est :

a. 1 024 255 b.  15 249 024 c.  64  63³  d.  16 777 216

5.  Le nombre de séquences comportant exactement une fois la lettre A majuscule est :

a.   (63
3 )  b.  63³  c. (4

1)  63³  d.   
63!

(63−3)!

@ 6. Le nombre de séquences comportant exactement deux fois la lettre A majuscule est :

a.  6  63²     b.   2  63² c. (62
2 ) d.   2  63  62  



Exercice 2 :     (16 points)  

A. Calculer les valeurs exactes des intégrales suivantes :

1)  I = ∫
1

2

x− 2

x3 +e−x d x  ; 2)    J = ∫
0

1

12 x2( x3+1)3 d x @ 3) K = ∫
1

e

(4 x+1) ln x d x

(Pour K, on fera une intégration par parties.) 

B. Soit f la fonction définie sur  [-0,5 ; 1]  par f(x) = x (x²  – x – 1), dont on donne 
la courbe représentative ci-contre.

1. Calculer l’aire du domaine hachuré compris entre Cf et (Ox) sur  [-0,5 ; 1].
2. Calculer la valeur moyenne de f sur  [-0,5 ; 1].

3. Déterminer les valeurs exactes du minimum noté m et du maximum noté M de f.

4. En déduire un encadrement de la valeur moyenne de f sur  [-0,5 ; 1].

@ C. Soient  les fonctions f et g définies sur [
−π
2

 ; 
π
6

] par :  

 f(x) = 
cos x

2+sin x
   et       g(x) = 

1
2

e−2 x   

et dont on donne les représentations graphiques ci-contre.

Déterminer l’aire, en u.a., du domaine hachuré

compris entre Cf  et Cg  sur   [
−π
2

 ; 
π
6

]. (On pourra utiliser le 

graphique pour lire la position des deux courbes)

Exercice 3 : (14  points)  

On considère la suite ( un ) définie pour tout entier naturel n non nul par un  = ∫
0

1

xn e1−x d x

1. A l’aide d’une intégration par parties vérifier que u1 = e −2. 

2. a. Justifier que pour tout x  [0 ; 1] et pour tout entier naturel ∈ n non nul,  0 ≤ xn+1 ≤  xn . 

b. En déduire que pour tout entier naturel n non nul, 0 ≤ un+1  ≤  un  

c. Montrer que la suite ( un ) est convergente. 

@ 3. a. À l’aide d’une intégration par parties, démontrer que pour tout entier naturel n non nul on a :
 un+1 = (n +1) un  − 1. 

b. On considère le script Python ci-contre définissant la fonction suite() : 

 Compléter le script Python ci-dessus pour que la fonction suite() renvoie la 

valeur de ∫
0

1

x8 e1−x d x

from math import exp 

def suite(): 

     u = ... 

     for n in range (1,  . . .): 

           u = ... 

     return 

BONUS :

4. a. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul on a : un  ≤  
e
n+1

 . 

b. En déduire la limite de la suite ( un ). 



CORRIGE
1. Le nombre de séquences possibles est : 

a.    4 ! b.  (64
4 ) c.  16 777 216 d.  64636261

2.  Le nombre de séquences si l’on impose que les 4 caractères sont différents deux à deux est :

a.  
64!
4!

b.  64⁴ c.  635 376 d.  15 249 024

3. Le nombre de séquences ne comportant pas de lettre A majuscule est :

a.   (63
3 )  b.  63⁴ c.  636261 d.  363

4.  Le nombre de séquences comportant au moins une lettre A majuscule est :

a. 1 024 255 b.  15 249 024 c.  64  63³  d.  16 777 216

5.  Le nombre de séquences comportant exactement une fois la lettre A majuscule est :

a.   (63
3 )  b.  63³  c. (4

1)  63³  d.   
63!

(63−3)!

@ 6. Le nombre de séquences comportant exactement deux fois la lettre A majuscule est :

a.  6  63²     b.   2  63² c. (62
2 ) d.   2  63  62  



Exercice 2 :     (16 points)  

A. 

1)  I = ∫
1

2

x− 2

x3 +e−x d x  = [ x2

2
+ 1

x2 −e−x ]1
2 = (2 + 

1
4

  - e−2) - (
1
2

 + 1 - e−1 ) = 
3
4

 + e−1 - e−2

2)    J = ∫
0

1

12 x2( x3+1)3 d x = ∫
0

1

4 u ' u3 d x      avec u(x) = x³ + 1

= [( x3+1)4 ]0
1 = 2⁴  - 1 = 15

@ 3) K = ∫
1

e

(4 x+1) ln x d x        u’(x) = 4x + 1 ;  v(x) = ln x ;  u(x) = 2x² + x ;   v’(x) = 
1
x

  K = [(2 x2+ x) ln x ]1
e - ∫

1

e

(2 x2+ x) 1
x

d x = 2e² + e  - [ x2+ x ]1
e = 2e² + e – e² -e +2  =  e² + 2

B. Soit f la fonction définie sur [-0,5 ; 1]  par f(x) = x (x²  – x – 1) = x3−x2−x

1.  l’aire du domaine hachuré vaut :

 ∫
−0,5

0

x3−x2−x d x -  ∫
0

1

x3−x2−x d x

 = [ x4

4
− x3

3
− x2

2
]−0,5
0 - [ x4

4
− x3

3
− x2

2
]0
1 = 

−1
64

− 1
24

+ 1
8

- 
1
4
+ 1

3
+ 1

2
= 

125
192

2. La valeur moyenne de f sur [-0,5 ; 1] qui vaut m = 
1

1−(−0,5) ∫−0,5

1

x3− x2−x d x

m = 2
3
[ x4

4
− x3

3
− x2

2
]−0 ,5
1 = 

2
3
( 1

4
−1

3
−1

2
−( 1

64
+ 1

24
−1

8
)) = 

−11
32

3. Pour déterminer les valeurs exactes du minimum noté m et du maximum noté M de f, on cherche les 
valeurs où la dérivée s’annule en changeant de signe :

f’(x) = 3x² – 2x – 1 ;  D = 16 ;   x₁ = 1 ;    x₂ = 
−1
3

f’(x) est un polynôme du second degré donc s’annule en changeant de signe en ses racines

Donc M = f(
−1
3

) = 
5
27

   et m = f(1) = - 1.

4. On a  les inégalités m ≤ f(x) ≤ M sur   [-0,5 ; 1].

En intégrant , on obtient : ∫
−0 ,5

1

m d x  ≤ ∫
−0 ,5

1

x3− x2−x d x ≤ ∫
−0 ,5

1

M d x

Donc m(1 – (-0,5 )) ≤ ∫
−0 ,5

1

x3− x2−x d x ≤ M(1 – (-0,5 ))  et donc m ≤ 
1

1−(−0,5) ∫−0,5

1

x3− x2−x d x ≤ M

La valeur moyenne de f sur [-0,5 ; 1]   est donc comprise entre m = -1  et M = 
5
27

@ C. Soient  les fonctions f et g définies sur [
−π
2

 ; 
π
6

]  par :  

 f(x) = 
cos x

2+sin x
   et       g(x) = 

1
2

e−2 x   

et dont on donne les représentations graphiques ci-contre.



 L’aire du domaine hachuré vaut :   A = ∫
−π
2

0
1
2

e−2 x− cos x
2+sin x

d x + ∫
0

π
6

−1
2

e−2 x+ cos x
2+sin x

d x

A  =  [− 1
4

e−2 x−ln (2+sin x)]−π
2

0 + [ 1
4

e−2 x+ln (2+sin x)]0
π
6

= 
−1
4

−ln (2) +
1
4

eπ +
1
4

e
−π
3 +ln ( 5

2
) − 1

4
−ln (2)

 = 
eπ+e

−π
3 −2

4
−2 ln (2) + ln ( 5

2
) = 

eπ+e
−π
3 −2

4
+ln ( 5

8
)

Exercice 3 : (14  points)  

  u1  = ∫
0

1

x e1−x d x     u’(x) = e1−x  ;    v(x) = x ;   u(x) = - e1−x  ;   v’(x) = 1

  u1  =   [−x e1−x ]0
1 - ∫

0

1

−e1−x d x =   - 1 - [ e1−x ]0
1 = -1-1 + e = e - 2




