COMPORTEMENTS ASYMPTOTIQUES
LIMITES D'UNE FONCTION

Chapitre 6

valeurs de cette fonction lorsque la variable se rapproche des bords de I'intervalle de définition.

I. Observation des fonctions de référence :
1) Fonctions puissance : X —s X" ,n € IN
a) La fonction carré : x —— x2

Di=R=]-o;+o]
Résoudre x2> 36 et interpréter graphiquement le résultat
X2>36 < X<-60U X>6 & Xxe]-w;-6]u[6;+o].
Graphiquement , les solutions de cette inéquation sont les abscisses

des points de la courbe représentative de f situés au-dessus ou sur

la droite horizontale d'équation y = 36.
Onlit S= ]-w;-6]u[6;+ o].

Afin d'étudier de maniére plus compléte le comportement global d'une fonction, on est amené a se prononcer sur les évolutions des

S=]1-00;-102]U[10%; + o[

Résoudre x2>10% . S=]- ;1007 U[10?; + oo [

Résoudre x2 > 10%.
De facon générale, si A est un réel positif aussi grand que I'on veut, comment choisir x pour que x2> A?

X €]-c0;—JA] U[\JA;+ o[ .Pour que X2 soit supérieur & A , nombre positif aussi grand que I'on veut , il faut

que x soit trés grand ou tres petit.

lim x2=+ oo.

Quand x devient aussi grand que I'on veut , on dit que x tend vers + o et on note X — + o .

X—>+oo
lim x2=+ 0.
X—> -

Quand x devient aussi petit que I'on veut , on dit que x tend vers — oo et on note X — — o .

Quand x tend vers + oo, x2 tend vers + oo . On notera
Quand x tend vers — oo , X2 tend vers + co . On notera

b) La fonction cube : x —— x°
Di=R=]-o;+o]

X—>+ o

Quand x tend vers + oo, X3 tend vers + o . On notera
Quand x tend vers — oo, x3 tend vers —oo . Onnotera  lim xX*=—o
X—> -

c) Généralisation: x —— X", n e IN :

Donc lim x"=+ oo, et
X—> + o X ——o0

lim x3 =+ 0.

Si n est pair, la courbe représentative de la fonction x — x" ressemble a celle de x2.
lim X" =+ oo,

Iim xX"=—w

Si n est impair , la courbe représentative de la fonction x —— x" ressemble a celle de x3.

Donc lim x"=+ oo, et
X — + o0 X — — 0
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2) Fonctions inverse : X —— X—

Dr=]-0;0[U]0;+oo] ]

Calculer f(10) ; f(100) ; f (10°).
f(lO):%:10*1;f(lOO):ﬁ:10*2;f(106):10*6 ’

Quand x devient grand , xl devient petit , il se rapproche de 0.

Résoudre Xls 10 ~°:

[

X_ <105 & x >10°5 car la fonction inverse est décroissante donc elle perturbe I'ordre.

De facon générale, si A est un réel positif aussi petit que I'on veut, comment choisir x pour que Xl < A?

%s Ao x> L Si A est aussi petit que I'on veut en restant positif | L est aussi grand que I'on veut .

“A
1 . N
Quand x tend vers + oo, ; tend vers 0, en restant positif. On notera XIlrp ==0"
. 1 o .1
De méme, quand x tend vers — o, X tend vers 0, en restant negatif. On notera Xllrp\ = =0

Que se passe-t-il quand x se rapproche de 0 ?

v Quand x est aussi pres que I'on veut de 0, en restant positif , xl devient aussi grand que I'on veut.

. 1
On notera lim —=+wo
x—>0x>0 X

v Quand x est aussi pres que I'on veut de 0, en restant négatif , xl devient aussi petit que I'on veut.

. 1
On notera lim —=-—w
x—>0x<0 X

I1. Limite d'une fonction en I'infini :

1) Limite infinie en I'infini :
a) Définition :
Dire qu'une fonction f admet pour limite + oo en + oo signifie que tout intervalle de la forme ] A ; + o [ avec A

un réel aussi grand que I'on veut, contient toutes les valeurs de f(x) pour un x assez grand.
Onnotealors lim f(x) =+ .
X— + o

De méme dire qu'une fonction f admet pour limite — oo en + oo signifie que tout intervalle de la forme

] - ; A[ avec A un réel aussi petit que I'on veut, contient toutes les valeurs de f(x) pour un x assez grand. On
note alors Xlirp fX)=—o.

Dire qu'une fonction f admet pour limite + oo en — oo signifie que tout intervalle de la forme ] A ; + « [ avec A

un réel aussi grand que I'on veut, contient toutes les valeurs de f(x) pour un x assez petit.
Onnotealors lim f(x)=+o.
X—>—o0

Dire qu'une fonction f admet pour limite — o0 en — oo signifie que tout intervalle de la forme ] — o« ; A [ avec A
un réel aussi petit que I'on veut, contient toutes les valeurs de f(x) pour un x assez petit.
On note alors Xlﬁirp’ f(X)=—o0.
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b) Exemple de rédaction avec la fonction carré :

a Pour la limite en + oo :
On choisit un réel A aussi grand que I'on veut. On cherche alors x > 0 tel que f(x) > A.

f(X)>A © >A < x>\/ﬂ si x>0
donc si x>\/Z\ toutes les valeurs de f(x) sont dans l'intervalle ] A; + o[ donc  lim x2=+

X—>+ o
aPour la limite en — oo :

On choisit un réel A aussi grand que I'on veut. On cherche alors x < 0 tel que f(x) > A.
f(X)>A & ®*>A < x<—\/z si x<0
donc six<-— \/K toutes les valeurs de f(x) sont dans l'intervalle ] A ; + «o [ donc Xlim X2=+ 00

c¢) Limites de référence :

lim X =+ 0. lim x=—c0. lim —x=—o0. lim —x=+o0.
X—> + oo X—> —© X—> + o0 X—> —©

lim x2=+ oo, lim x2 =+ oo, lim x3=+ oo, lim x3=—oo.

X—>+tw X—> - X—>+tw X—>—©

n est un entier naturel.

- t lim {+oo si n est pair
=4+ 0 = . . .

m X e am X — oo sinestimpair

lime*=+0w ; I|im - =-o

X—>+ X—>to©

2) Limite finie 7/, / e IR en I'infini :

a) Définition :
Dire qu'une fonction f admet pour limite le nombre réel ¢ en + oo signifie que tout intervalle ouvert contenant
¢ contient toutes les valeurs de f(x) pour x assez grand. On note alors Xlirpﬁ f(x)= 2.

De méme dire qu'une fonction f admet pour limite le nombre réel 7 en — oo signifie que tout intervalle ouvert
contenant ¢ contient toutes les valeurs de f(x) pour x assez petit. On note alors Xurp f(x)= .

b) Exemple de rédaction avec la fonction inverse :

aPour la limite en + oo :
On choisit un intervalle ] — a ; a [ avec a un réel positif. On cherche alors x >0 tel que —a <f(X) <a .

~a<f(<a e 0< < o donc x>%

donc si x> O% toutes les valeurs de f(x) sont dans l'intervalle ] — o ; o[ donc  lim xi =0.

X—>+ o

aPour la limite en — oo :
On choisit un intervalle ] — a ; o [ avec a un réel positif. On cherche alors x < 0 tel que —a <f(x) <o .

—a<f <o & —a< <0 done x< i

donc six < —O% toutes les valeurs de f(x) sont dans l'intervalle ] — o ; o [ donc Xlﬁirpp Xi =0.
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c) Limites de référence :

. 1 .1 . 1 ) 1

lim ==0 lim = =0 lim ==0 lim = =0
X—>+0o X X——-wo X X—>+0o X X— -0 X

. N . 1 . 1
sinelN alors lim —=0 et im - =0 lim —=

x—>+mwo X X —>— X —> + o0 \/;(

lim e =0 lim —e*=0 lim e*=0 lim —e*=0

X — —o X— - X— +

d) Conséquences graphiques :
Lorsque lim f(x) =/ on dira que la droite d'équation y =/ est asymptote

X—>+w

horizontale a la courbe représentative de f en + oo.

Lorsque lim f(x) =/ ondiraque la droite d'équation y =/ est asymptote

X —> -0

horizontale a la courbe représentative de f en — .

Cela signifie que si un point M ( x ; f(x) ) appartient a la courbe représentative de f et si P(x; /) estun point
de la droite y = ¢ alors la distance MP tend vers 0 quand x tend vers + co ou vers — o .
Exemple avec la fonction inverse :

on
|

Méthode: Pour étudier la position relative de la courbe représentative de f par rapport a son asymptote
d'équation y = ¢, on étudie le signe de la différence f(x)—¢ .
Si f(x) — ¢ >0 la courbe sera au-dessus de I'asymptote.
Si f(x) — ¢ <0 la courbe sera au-dessous de I'asymptote.

Pour la fonction inverse, I'asymptote est y =0 en + « et en — oo.
_ 1

f(x)-0= o

Six>0 f(x)—0 >0 donc lacourbe est au-dessus de I'asymptote sur] 0 ; + o [
Six<0 f(x)—0 <0 donc lacourbe est au—dessous de I'asymptote sur] —oo; 0 [
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I11. Limite d'une fonction en une valeur finie a :
1) La valeur finie a est aux extrémités et a I'extérieur du domaine de définition (valeur interdite ) :

a) Définition :
a Dire qu'une fonction f a pour limite + oo comme limite en a par valeurs supérieures signifie que
tout intervalle ] A ; + o« [ avec A un réel, contient toutes les valeurs de f(x) pour x assez proche de a
avec X >a. On notera alors HIianxw>a f (X) =+ o0 . On dira aussi limite a droite en a.

a Dire qu'une fonction f a pour limite — oo comme limite en a par valeurs supérieures signifie que
tout intervalle ] — oo ; A [ avec A un réel, contient toutes les valeurs de f(x) pour x assez proche de a
avec x>a. Onnoteraalors |lim f(x)=—o.

X—>ax>a
a Dire qu'une fonction f a pour limite + oo comme limite en a par valeurs inférieures signifie que
tout intervalle ] A ; + o [ avec A un réel, contient toutes les valeurs de f(x) pour x assez proche de a
avec x <a. Onnoteraalors lim f(x) =+ 0. Ondiraaussi limite a gauche en a.

X—>ax<a
a Dire qu'une fonction f a pour limite —co comme limite en a par valeurs inférieures signifie que
tout intervalle ] — oo ; A [ avec A un réel, contient toutes les valeurs de f(x) pour x assez proche de a
avec x < a. On notera alors Iim< f(x) =— .

X—ax<a

b) Exemple de rédaction avec la fonction inverse :

» Pour la limite en 0 par valeurs supérieures :
On choisit un intervalle ] A ; + « [ avec A un réel positif.

On cherche alors x > 0 tel que f(x) > A.

fX)>A < Xl> A donc x<%

donc si0<x< % toutes les valeurs de f(x) sont dans l'intervalle ] A ; + oo [

: 1
donc Ilim —=+w
x—0x>0
> Pour la limite en 0 par valeurs inférieures :
On choisit un intervalle ] — oo ; A [ avec A un réel négatif.

On cherche alors x < 0 tel que f(x) <A.

1 1
fxX) <A & X < A donc 0>x>A

donc si % <x <0 toutes les valeurs de f(x) sont dans I'intervalle ] — o0 ; A [

donc Ilim l=7oo

x—>0x<0

c) Limites de référence :

. 1 1 1 1
X—0x>0 X x—>0x<0 X x—>0x>0 X2 x—>0x<0 X2 x> 0x>0 ~[x
. x . 1 i 1 i i i
sinelN lim —S=+w et lim = =-o sinestimpair
x—=>0x>0 X x—=>0x<0 X
. 1 1 i i
lim ==+ et lim = =+o sinestpair
x—>0x>0 X x—>0x<0 X

d) Conséquences graphiques :
Si f(x) admet pour limite + o ou —o en a (adroite ou a gauche ) on dira que la droite
verticale d'équation x =a est asymptote verticale a la courbe représentative de f en a.

2) La valeur finie a est a lI'intérieur du domaine de définition :

Dans ce cas, la recherche d'une limite est dénuée de tout intérét.
Si a est une valeur du domaine de définition, on posera Mna f(x) =1 (a).
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IV. Opérations sur les limites :

Pour calculer une limite d'une fonction, on peut utiliser les définitions (avec les intervalles), mais c'est long et
peu pratique ; donc on préfere utiliser les limites des fonctions de référence, les opérations a partir de ces

fonctions de référence et les techniques de comparaison
a représente soit un reel , soit + o, soit — oo .

1) Somme de deux fonctions :

i, 500
= l'e R — o0 + o0
lim_f(x) =
X—>a
/! eR / + 0 — 0 + o0
+ oo + o F.l + o0
2) Produit de deux fonctions :
Xli—r>nag(x) EIER
— . — 0 + o0 0
lim_f(x) = =0
X—>a
!/ € R 0w 0 —o si £/ >0 +o0 Si £ >0 0
¢ #0 + o si £ <0 - o si ¢ <0
—o Si ¢ >0
- + o si 1'<0 T - .
+ o0 toosi £>0 0 + o0 F.1
- o si /'<0 B '
0 0 F.1 F.1 0
3) Inverse d'une fonction :
. _ ’ eR
XM, 700 = ¢ =0 - T 0
A 1 +o si f(x) >0
MU f)o()_ 7 0 0 — w0 si f(x) <0
. o f 1
4) Quotient de deux fonctions : a- f x 5
Xli—r)nag(x) gleR
- , — 0 + o0 0
lim_f(x) = t' =0
X—a
/ eR A 0"si? >0 0" si ¢ >0 +o si ¢ >0
(%0 2 0" si £ <0 0" si ¢ <0 — o si £'<0
—o si /' >0 —o sig(x)>0
— + o si '<0 F 5 + o si g(x)<0
+oo si '>0 —oo sig(x) <0
oo ~wsi <0 . ~ + w0 sig) >0
0 0 0 0 F.1
5) Formes indéterminées :
0 00
+o—-0 ; Oxo ; = .
0 00
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6) Limites d'une fonction polynéme en + o oU — o :
Pour lever une indétermination, on factorise le terme de plus haut degré.

Exemple : Calculer xIirp 5x3—2x2+4 et lim 5% —-2x2+4

X—> -

2 4
3 _oy2 — Ey3 L LT
5x° —2x2+ 4 =5x° (1 5x+5x3)
lim 1=1 1 Par somme
: 2 _ : 2 4 | .
XIL”JOO ~ By =0 - xILrTJool_SX i =1 Par produit
U T 3 2 . 4. _
xllmw 5x3 =0 XILrDoo oX (1_5x +5x3 ) =+
Jim 5x3 =+ o donc lim 53— 2x2+4 =+
De méme lim 1—£+——1 Par produit
X — =0 5x  5x% P
) . 2 4
3 — 3(1_& L & N __
XILnJﬁSX =—o XILnlOSX (1 5x T 5 ) 00

donc lim 5¢-2x2+4=—-
X — —0

Théoréme :  La limite d'une fonction polyndme en l'infini est la limite de son terme de plus haut degré.

Rédaction : XIin+1 53 —2x2+4= lim 5xX®*=+o0 et lim 5x*—-2x2+4 = lim 5X*= -

X — +0o X — —0 X — —0

7) Limite d'une fonction rationnelle :

: L2 -3x+1 5
Exemples : Calculer Xllrpw 5 bour x=-7
3.1 3. 1
e axe1 XXToTo)  Xoptyy
4x+5 5 - 5
2x(2+2x) 2+2x
. 3 . _ n
lim x—= = lim x=4+o Par somme
X > +oo 2 X — +oo
N . 3.1 _ :
Jm, 5= 0 Jdm x-3+pc=+e | Porquoten
3. 1
A
— lel 5 =+
— +oo
2+2x
lim 2=2 Par somme
X — +o0
. 5 _ . 5 _ L 2X2-3x+1_
XI—I)nJ-oc 2X _0 XI—I)rT-J-oo2+2X _2 donc XI—I>n-I]-oo 4X+5 =t
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Calculer lim % pour x € Dr (& déterminer)
X — — o0

Domaine de définition : 2x2—3x+1 =0

A=9-8=1 Xlzlixzz%

Df:IRf{l;%}

1 1
4x+1 2X(2+2x) _ 2+2x
—3x+1" 3 1 - 3 1
X (X5 o X=2e¢ " 2x
lim 2+2i:2 Par quotient
X—> -0
; 3 .1 4x+1
x|—|>moox et " XI—I>mcx:2X2 3x+1_0
. 3 _
Calculer lim =2 pour X #— 4

x>+w Xt+4

5% —2x _x(5x2-2) _5x2-2
XT4 o (1+d) 144
X X

lim 5x2-2=+w Par quotient
X— +o0
. 3_
lim 1+—:1 lim 2=2X _,
X—> + o0 x>+ X+4

Théoréme :  La limite d'une fonction rationnelle en l'infini est la limite du quotient simplifié des
termes de plus haut degré du numeérateur et du dénominateur.

Rédaction :

Lo 2X2—3x+1 . 2%X2 X2 _
lim ————= lim =—= lim 7=+
X —> +o0 4x +5 X —+0 X x> +w 2

Ix+1 4X -2
Xllmwzxz 3x+1 Xllmwzxz Xllmwx_o

. 3_ _ 3 _
lim 2=2X_ |im 2 = |im sxe=+w

x—>+0o X+4 Xx—>+mw X X—>+ o0

8) Limite d’'une fonction par comparaison :

On utilisera les mémes théoremes de comparaison que pour les suites.
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9) Limite d'une fonction composée :

Une fonction composée est une fonction obtenue en enchainant les fonctions de référence.

Exemple : f(x) =e2*3,
f est une fonction composée d'une fonction affine g(x) =—2x + 3 et d'une fonction exponentielle

h(x) =e*. Ona f(x)=h (g(x))
X —2X+3 ., g&*3
X — X
Pour étudier la limite de f en + oo par exemple, on étudie d'abord
limg(x) = lim—-2x+3=—ow puisoncalcule lime*=0 donc limf(x)=0

X —+ o X—>+o© X—> - X —> +o©

Propriété admise :
Si a, b et ¢ sont des réels finis ou des infinis
Si f, g et h sont des fonctions numériques réelles telles que f(x) = h( g(x) )
X— g(x) — h(9(x)) =f(x)
X — h(X)
Si lim gxX)=b et lim h(X)=c Alors lim f(x)= lim h(g(x)) =c
X—a X—>b X—a X—a

Exemples : Déterminer la limite de f(x) =\/x2—4 en -«

lim x2—4= lim x¢=+o et lim/X=+o donc lim \X*—4 =+
X = —o0 X—> -0

X —> — o0 X = + 00

X=x2-4
) . - 2)\2
Déterminer la limite de f2(x)= (3 - ;) lorsque x tend vers +oo

X —> +o0 X —> o0

] 2 ) B . 2\2
lim 3—==3 et lim X2=9 donc lim |{3-=| =9
X X =+ X

x=3_2
X
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V. Limites et fonction exponentielle :

1) Limite en + oo :
Pour montrer que lim e* =+ o0 on utilise le théoréeme de comparaison.
X = +oo

On va étudier la fonction g(x) =e*—x sur R.
gX)=e-1 g0 o e >1 < e >e’ © x>0.

X — 0 + o0 Le minimum de g sur R est g(0)= 1.

'X _ O +
9 donc g(x)>1>0 pourtoutxdelR

9(x) \ / donc e*>x pour tout x de IR.
1

Or lim x =+ oo donc par comparaison

2) Limiteen — oo :
Pour montrer que lim e* =0 on utilise un changement de variable.
X — —0

Onpose X=-x donc x=-X. Donc quand x tend vers — o, X tend vers + co.
: : .1

lim ¢ = lim e X = lim = =0.

X —> —0 X = +o0 X—>+0o @

On peut également en déduire que la courbe de la fonction exponentielle admet la droite y = 0
comme asymptote en — co.

3) Limite et nombre dérive :
On sait que le nombre dérivé de la fonction exponentielle en 0 vaut (exp)'(0) = e° = 1.
exp(0+h)—exp(0) _ eX—1:1

Doncona lim =1 donc Iim
h—-0 h Xx—=>0

4) Croissance comparée de x eteX :
. eX
a)en+o: lim —=+w.

X+ X

On étudie la fonction h définie par h(x) = € —%XZ sur [0;+ .

h'(x) =e*—x =g(x) dul).Onavuque g(x)>0 donc h'(x)>0
donc h strictement croissante sur [0 ; + oo [.
h(0) =1 donc h(x) >1 >0 pour x>0 donc e >%x2 pour X > 0.
X X

) e 1 . 1 . e
Six>0 onaX—>—x. Or lim =Zx=+o donc lim —=+ .

2 X —> +o0 2 X —> +o

. - X :
On peut également en déduire que lim — =0 donc lim xe™>* =0
X — +o0 @ X = +0

b)en—oo: lim xex=0
X — —0
Il suffit de poser X =—x donc lim xe* = lim —Xeg X :—(Iim Xe XY =0.
X —> —o0 X = +o0 X — 400

On dit parfois que I'exponentielle I'emporte sur les puissances ( X, X2, ....).
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V1. Etude compleéte d'une fonction :

2X2 — X

x—1

1) Déterminer I'ensemble de définition de la fonction f.
2) Déterminer les limites de f en+ceten—oo.

Exemple : Soit f la fonction définie par f(x) =

3) Montrer que pour x=1ona : f(x)=2x+1+ ﬁ

4) Calculer la limite de f en 1. Que peut-on en deéduire pour () ?

5) Dresser le tableau de variations de f .
6) Calculer I'équation de la tangente a (" ,) au point A d'abscisse 0.

7) Tracer (7 ;) ainsi que les asymptotes éventuelles et la tangente déterminée en 6).

1)Di=R\{1}
2 2
2) lim f)= fim 2= lim 2=+ : lim f= lim 2= lim 2x=—o
X — + 0o X—>+w X X — + 00 X——o0 X—-wo X X—>—o0
1 _(2X+1)(x=1)+1 _2x2—x _
3)2x+1+X_l_ 1 S =f(x)
4)
lim 2x2—-x=1 par quotient lim 2x2—x=1 par quotient On en deduit donc que ( ;)
X — 1,x<1 ) X— 1,x>1 )
xll?}(<l f(x)=- Xl|m>1 f(x) =+ admet une asymptote
lim x-1=0" lim x-1=0* verticale d'équation
X — 1,x<1 X— 1,x>1 Xx=1
carx<lex-1<0 carx>1<x-1>0 '
_2X2—X v _ (AX=1)(x=1)—(2X2—x)x1_2x3—4x+1 ven _2—3[2 _2+5[2
5f(X) = 1 donc f '(x) = (x-1)2 T XC1) f'X)=0 < x= > ou x=="7
2-+2 2442
— +
X 0 > 1 5 0
fx) + 0 - - 0 *
372\/5 + +
£ (%) /v \ \ /
— o0 % 3-24/2

6) La tangente au point d'abscisse 0 a pour équation y=f'(0) (x—-0)+f (0) soit y=x.
7)

y=2x+1
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