CHAPITRE 7

DERIVATION

I. Approche graphique du nombre dérivé :

1) Exercice:

On a tracé ci-dessous la courbe représentative d'une fonction f.

{
o

1) Tracer les tangentes a la courbe de f* aux points A,B,C,D,E et F.

2) Quel semble étre le lien entre la pente de la courbe et le sens de variation de la fonction f?
"monte ", la fonction f semble croissante.

Si la tangente

Si la tangente " descend ", la fonction f semble décroissante.

10

Si la tangente est horizontale, la fonction f semble présenter un extrémum ( maximum ou minimum )

3) Lire le coefficient directeur de chacune des tangentes tracées:

Rappel : Le coefficient directeur d'une droite est m =

Coefficient directeur de la tangente en A : % =2

Coefficient directeur de la tangente en B : 0.

Une tangente horizontale a toujours un coefficient directeur nul.( qui vaut 0 )

Coefficient directeur de la tangente en C : 1
Coefficient directeur de la tangente en D : 0

Coefficient directeur de la tangente en E : % =3

Ay
Ax

S __3

Coefficient directeur de la tangente en F : _3—1 =-3
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4) Quel semble étre le lien entre le signe du coefficient directeur de la tangente et les variations
de la fonction £ ?
Si la tangente a un coefficient directeur positif, la fonction f semble croissante.
Si la tangente a un coefficient directeur négatif, la fonction f semble décroissante.
Si la tangente a un coefficient directeur nul, la fonction f semble présenter un extrémum.

5) Etablir les équations des tangentes tracées :

Equation de la tangente en A :
L'équation est de la forme y=2x+p car m=2.
A (—6;1)estsurlatangente donc 1=2x(—-6)+p donc1=—12+p donc p=13.
L'équation de la tangente en A est donc y = 2x + 13.

Equation de la tangente en B :
L'équation est de la forme y=0x+p car m=0.
B (—2;6)estsurlatangente donc 6=0x(—-2)+p donc 6=0+p donc p=6.
L'équation de la tangente en B est donc y =0x + 6 donc y = 6.

Equation de la tangente en C :
L'équation est de la forme y=—-3x+p car m=-3.
C(2;0)estsurlatangente donc 0=—3x2+p donc 0=-6+p donc p=6.
L'équation de la tangente en C est donc y =—3x + 6.

Equation de la tangente en D :
L'équation est de la forme y=0x+p car m=0.
D (5;—3)estsurlatangente donc —3=0x5+p donc —3=0+p donc p=-3.
L'équation de la tangente en D est donc y =0x—3 donc y=-3.

Equation de la tangente en E :
L'équation est de la forme y=3x+p car m= 3.
E (8;1)estsurlatangente donc 1=3 x8+p donc 1=24+p donc p=-23.
L'équation de la tangente en E est donc y = 3x —23.

Equation de la tangente en F :
L'équation est de la forme y=—3x+p car m=-3.
F (12;2)estsurlatangente donc 2=—-3x12+p donc 2=-36+p donc p=38.
L'équation de la tangente en F est donc y =—3x + 38.
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2) Définitions :

Le coefficient directeur de la tangente a la courbe représentative d'une fonction f
en un point d'abscisse a est appelé nombre dérivé de f en a. Il est noté f'(a).

Exemples avec la courbe précédente :

f'(-6)=2 f'(-2)=0 f(2)=-3 f'(5)=0 f8)y=3 - fz)y=-3

car m=2 car m=0 car m=-3 car m=0 car m=3 car m=-3
au point A au point B au point C au point D au point E au point F
d'abscisse — 6 d'abscisse — 2 d'abscisse 2 d'abscisse 5 d'abscisse 8 d'abscisse 12

L'équation de la tangente a la courbe représentative d'une fonction f en un point d'abscisse a

est: y=f"'(a)(x—a)+f(a).

Exemples avec la courbe précédente :
Au point A d'abscisse — 6 1'équation de la tangente est :
y=f'(=6)(x=(=6))+f(-6)
Onlit f(—-6)=1 et f'(-0)=2
On remplace dans 1'équation: y=2 (x+6)+1
On développe : y=2x+ 12+ 1

Onréduit: y=2x+ 13

On constate que 1'on obtient bien la méme équation que dans la question 5) de 1'exercice.
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II. Fonction dérivée :

1) Formules:

On ne pourra pas souvent lire un nombre dérivé sur une courbe car dans la plupart des exercices
la courbe de la fonction ne sera pas tracée. On devra donc calculer le nombre dérivé.
Pour cela on va utiliser un tableau de formules, a apprendre par cceur :

Fonction f Dérivée f"'
fx)=p p est un nombre réel f'=0
Ax)=x f'=1
fix)y=mx  m estun nombre réel f'x)=m
fix)=x f'e)=2x
fx)=x° [0 =3¢

Exemple : On prend la fonction f définie par fix) =x*+ 2x + 8
1) Calculer la fonction dérivée f"'(x).
f1)=2x+2

2) Donner I'équation de la tangente a la courbe de f* au point d'abscisse 3.
y=/'(3)(x=3)+/f(3)
Oncalcule f(3)=3>+2x3+8=23 et f'(3)=2x3+2=8
On remplace dans I'équation: y=8(x -3 )+23
On développe : y=8x 24 +23

Onréduit: y=8x— 1

2) Lien entre le signe de la fonction dérivée et les variations de la fonction:

a) Fonctions affines :

f)=-3x+5  f(x)=-3 gr)=>x-2  g'®=>
B - + oo X — 0 + 0
Signe de f'(x) - Signe de g'(x) .

Variations de f \ Variations de g /

Si fix)=mx+p alors f'(x)=m.

Si m > 0 la fonction affine est croissante. Donc si f'(x) > 0, la fonction affine est croissante.

Si m < 0 la fonction affine est décroissante. Donc si f'(x) <0, la fonction affine est décroissante
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b) Fonctions de degré 2 :

fix)=3x*-5x+4 f'(x)=06x-5
Signe de f'(x):
6x—-5=0 6x—5>0
_5 .S
76 "6
X o0 § + o0

a 6

- 0 +

Signe de f'(x)

Variations de f \ 3 /

12
N (2 S 423
f(6j_3x(6) -5 x +4—]2
gx)=—x*+3x-2 g'x)=—2x+3
Signe de g'(x):
-2x+3=0 ~2x+3>0
3 3
x=3 X <3
0 § + o0
o - 2
+ 0 -

Signe de g'(x)

4
Variations de g / \

Si fix)=ax’+bx+c¢ alors f'(x)=2ax+b

Pour connaitre les variations de f , il faut étudier le signe de f'(x).

»on résout f'(x)=0 puis

» on met ensuite les résultats dans la ligne du signe de f"'(x)

f'x) >0

» on trace les fleches pour les variations de f

si f'(x) positive, f croissante

si f'(x) négative, f décroissante.
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c¢) Fonctions de degré 3 :
fix)y=2x>-7 f'(x)=2x3x>+0=6x2
Signe de f'(x):
x? est toujours positif donc f'(x) > 0 sur IR.

— 00 + oo
X
Signe de f'(x) +
Variations de f  '
g(x)=—3x’+4x +8 g'x)=—3x3x*+4=-9x>*+4
Signe de g'(x):
— 9 +4>0 -9 +4=0 —9x2+4<0
—9x*>-4 -9x*=-4 -9x? <-4
x2<g xzzg xz>g
2.2 _2 _ 2 , 2 2.
YE]73,3[ X=3 oux=-3 AE]*OO,73[U]3,+OC[
ou on factorise g'x)=4-9x>=(2-3x)(2+3x) identité remarquable
2-3x=0 2-3x>0 24+3x=0 24+3x>0
_2 ) 2 2
Y73 Y73 Y773 Y773
2 2 N
X — 0 -3 3 o0
signe de 2 —3x + + 0 —
signe de 2 + 3x 0 + +
signede g'(x) =(2-3x)(2+3x) - 0 + 0 -
0 2 2 +
* a 3 3
Signe de g'(x) - 0 + 0 -
88
ariations de g 56
9
2\ _ 23 2 _36 2. 2.3 2 _88
g(_3)7_3x(_3) +4X(_3)+87 9 vg(3)7_3x(3) +4X(3)+8 9

Si fix)=ax*+bx>+cex+d alors f'(x)=3ax>+2bx+c¢
Pour connaitre les variations de f , il faut étudier le signe de f"'(x).
»onrésout f'(x)=0 puis f'(x)>0
(1l faudra souvent factoriser 1'expression f'(x) )
» on met ensuite les résultats dans la ligne du signe de  f'(x)
» on trace les fleches pour les variations de f
si f'(x) positive, f croissante

si f'(x) négative, f décroissante.
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¢) Factorisation et racines d'un trindme :

Exemple : On donne f{x) =2x> — % x% + 45x — 8 une fonction définie sur R.

1) Calculer f'(x).
f'(x)=6x*—-33x + 45

2) Montrer que 3 et % sont les racines de f"'(x).

Pour montrer que o est une racine de f'(x), il faut montrer que f'(a) =10
f'B)=6x32-33x3+45=0

li — 22 é =
f(2)—6><(2) —33><2 +45=0

Donc 3 et % sont des racines de f"'(x).

3) En déduire une factorisation de f'(x).
Pour factoriser un trindme f{x) = ax? + bx + ¢, sachant que a et B sont deux racines

de ce trindme, on écrit: fix)=a(x—-a)(x-f).

Pour f'(x) = 6x*> — 33x + 45 on sait que 3 et % sont des racines donc on peut écrire

\ 5
S )=6(x=3)(x-5)
4) Etudier le signe de f'(x) et en déduire le tableau de variations de f sur IR.

Signe de x — 3 :
x—-3<0 x-3=0 x-3>0
x<3 x=3 x>3
Signe d 2.
gnedex -7
x—%<0 x—%zo x—=>0
s s s
) Y72 )

X |- % 3
signedea=6 + + +
signes de x — 3 - — 0 +
signesdexfg - 0 + +
signes de f'(x) + 0 — 0 +

- 261
variations N \
2
ﬂ3)=2x33—%x32+45x3—8=62—5

vy 333 S _g_201
A5)=25) -F(3rP+45x3 -8==
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