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Term Spé DEVOIR SURVEILLE (2h) / 4 0

@ pour les tiers temps question a ne pas faire

Exercice 1 : (11 points)
1) Déterminer les primitives des fonctions suivantes sur ’intervalle I données :
8x+6
a) f(x)=-2x>+4x*—x+6 surl=R b)g(x)zm sur I =R
@) h(x) = —ﬂ% sur [ =] —2;+oof d) I(x) =2cos 3x+5) surl =R

2) Déterminer la primitive qui vérifie la condition donnée :

a) m(x) =2(Bx+5)? surl =R avec M primitive de m telle que M(0) = 1

b) p(x) = 3xe* sur I = R avec P primitive de p telle que P(1) = 2
@t(x) = 3:;:;5 sur I = R avec T primitive de t telle que T (1) =9
Exercice 2 : (5,5 points)

On a I’équation différentielle suivante : (E) y' = %+2x - 1.

1) Déterminer une solution particuliere g de la forme : g(x) = mx + p.
2) Résoudre dans R 1’équation différentielle (E1): y' = % .

3) En déduire les solutions générales de (E).
@4) Déterminer la solution h telle que : h(0) = 1.

Exercice 3 : ( 7 points )
Dans une boulangerie, les baguettes sortent du four a une température de 225°C.

On s'intéresse a 1'évolution de la température d'une baguette apres sa sortie du four. On admet que I'on peut
modéliser cette évolution a 1'aide d'une fonction f* définie et dérivable sur l'intervalle [ 0 ; + oo [ .

Dans cette modélisation, f{t) représente la température en degrés Celsius de la baguette au bout de la durée t,
exprimée en heure, apres la sortie du four. Ainsi, f{0,5) représente la température de la baguette une demi-
heure apres la sortie du four. Dans tout 1'exercice, la température ambiante de la boulangerie est maintenue a
25°C. On admet alors que la fonction f est solution de 1'équation différentielle y' + 6y = 150.

1) a) Préciser la valeur de £{0).
b) Résoudre 1'équation différentielle y' + 6y = 150.
¢) En déduire que pour tout réel t>0, ona £{t) =200 e % + 25.

2) Par expérience, on observe que la température d'une baguette sortant du four :
» décroit
» tend a se stabiliser a la température ambiante.
La fonction f fournit-elle un modéle en accord avec ces observations ?

3) Montrer que I'équation f{t) =40 admet une unique solution dans l'intervalle [ 0 ; + oo [.

Pour mettre les baguettes en rayon, le boulanger attend que leur température soit inférieure ou égale a 40°C.
On note 7 le temps d'attente minimal entre la sortie du four d'une baguette et sa mise en rayon.
On donne sur la page suivante, la représentation graphique de la fonction f dans un repere orthogonal.

@4) Avec la précision permise par le graphique, lire 7o. On donnera une valeur approchée de 7, sous
forme d'un nombre entier de minutes.
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Exercice 4 :

25

(16,5 points)

On considére le prisme droit ABFEDCGH, de base ABFE, trapéze rectangle en A.

On associe a ce prisme le repére orthonormé (A, 1 , j , k ) tel que :

—_lin. —_lin. 21
i=7AB; j=,AD; k—gﬁ.

De plus on a WZ%E.
On note I le milieu de [EF] et J le milieu de [AE].

1) Donner les coordonnées des points I et J.

-1
2) Soit nle vecteur de coordonnées [ 1 j .
1

a) Montrer que le vecteur n _ est un vecteur normal au plan (IGJ).

b) Déterminer une équation cartésienne du plan (IGJ).

x
A

3) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (d), perpendiculaire au plan (IGJ)

et passant par le point H.

4) On note L le projeté orthogonal du point H sur le plan (IGH).

. 8 4 16
Montrer que les coordonnées de L sont (5 ; 3 ; ?)

5) Calculer la distance du point H au plan (IGJ).
@6) Montrer que le triangle 1GJ est rectangle en 1.
@7) En déduire le volume du tétracdre IGJH.

On rappelle que le volume V d'un tétra¢dre est donné par la formule V =

% x aire de la base x hauteur.



Correction DS7:

Exercice 1 :
1) Déterminer les primitives des fonctions suivantes sur ’intervalle I données :

a) f(x)=-2x3+4x>-x+6 sur =R

x* x3  x?
Sur I = R,F(x)=—7+4><?—?+6x+C,CE]R§

b) g(x) = Xt sur ] =R

(2x2+3x+5)?

2
2x%2+43x+5

Sur I = R, G(x) = +C,CeR

c) h(x)=—\/%T sur I=]—§;+oo[
Sur 1=]—§:+°°[,H(x)=—4><2x/2x+5 +C == —-8V2x +5+C,C€R

d) lx)=2cos(3x+5) sur/=R
Sur [ = R,L(x)=§sin(3x+5) +C,CER

2) Déterminer la primitive qui vérifie la condition donnée :

a) m(x) =2Bx+5)? surl =R avec M primitive de m telle que M(0) =1

3x+5)3
X(x )

Sur [ = R,M(x)=§ -

+C

3
(3”’;5) +c=%+c=1

De plus M(0) = g X

250 241

3
DoncC =1-=—=-== Gx+5)” 241, o

3 9 9 9

(3x+5)3 241

) N 2
douM(x) = 3 X
b) p(x) = 3xe* sur /| = R avec P primitive de p telle que P(1) =2

Sur I = ]R,P(x)zgxexz+C
Deplusp(1)=§e12+6=§e+c=2

Donc C = 2 —%e d'ou P(x) = %exz +2 —%e

0 tlx)= 3;’:;5 sur | = R avec T primitive de t telle que T (1) =9

Sur I = R, T(x) =In(3x2+x+5)+C carona:Pourtoutxréel,3x2+x+5>0

Deplus T(1) = In 3% 12 + 1 + 5) + C =In (9)+C=9

3x%+x+5

Donc € =9 —1n(9) douT(x) =In(3x>+x+5)+9—1n(9) =In (T) +9

Exercice 2 :

On a I’équation différentielle suivante : (E) y' = % +2x — 1.

1) Déterminer une solution particuliére g de la forme : g(x) = mx + p.

Ona: g(x) =mx+p donc g’'(x) = m donc en remplagant dans (E) on a :

(11 points)

( 5,5 points)



__ mx+p . _ . . A _ m-—8=
m=——+2x—-1o4dm=mx+p+8x—-4eo(m-8)x+p—-4 4m—0<:>{p_4 Am =
@{m—S
p =36

Donc g(x) = 8x + 36

2) Résoudre dans R I’équation différentielle (E1): y' = % .
. . , 1
On a une équation du type y’ = ay avec a = "
. X
Donc les solutions sont : y(x) =Ce+ avec C réel

3) En déduire les solutions générales de (E).

Pour avoir les solutions générales, on fait la somme des solutions et d’une solution particuliére,

Donc h(x) = Ce* + 8x + 36, C réel.

4) Déterminer la solution h telle que : h(0) = 1.
0
Ona:h(0)=Cexr+8x0+36=C+36=1doncC=1-36=-35

Donc pour tout x réel, h(x) = —35e+ + 8x + 36

Exercice 3 :

Dans une boulangerie, les baguettes sortent du tour a une tempeérature de 225 “C.
On s'intéresse a I’évolution de la température d’'une baguette aprés sa sortie du four.

On admet qu’'on peut modéliser cette évolution a I'aide d'une fonction f définie et dérivable sur 'inter-
valle [0 ; 4+o0l.

Dans cette modélisation, f(f) représente la température en degré Celsius de la baguette au bout de la
durée ¢, exprimée en heure, apres la sortie du four.

Ainsi, f(0,5) représente la température d'une baguette une demi-heure aprés la sortie du four.
Dans tout I'exercice, la température ambiante de la boulangerie est maintenue a 25 °C.

On admet alors que la fonction f est solution de I’équation différentielle y’' + 6y = 150.

1. a. f(0) représente la température d'une baguette lors de sa sortie du four, c’est-a-dire 225 °C.

b. Pour résoudre I'équation, on la met sous la forme y’' = ay + b avec a et b des réels. On obtient :

a=—6

'=—6y+150 < y' =ay+b
vy Vv y =ay avec {b:lSO

On sait alors que les solutions de cette équation sont toutes les fonctions de la forme :
b at
fH)=——+Ce™, CeR
a
Les solutions de I'équation différentielle sont donc toutes les fonctions de la forme:
150
fi=-—-+ Ce™®

f(H)=25+Ce™®f



c. Lasolution del’équation différentielle a été obtenue en question b. Il reste a exploiter la condi-
tion initiale f(# =0) = f(0) = 225 d’aprés la valeur trouvée a la question a. La fonction qui
satisfait donc le modele de 'exercice est la solution de I'équation :

f(0)=225 = Ce®+25=225
— C+25=225
— C=200

Donc on a bien, pour toutréel £ > 0:
f(1)=200e % +25

2. Par expérience, on observe que la température d'une baguette sortant du four décroit et tend a se
stabiliser a la température ambiante.

— Vérifions d’abord que la fonction f décroit. f est d’abord bien dérivable pour tout réel £ = 0
comme composée de fonctions dérivables et :

pour toutréel £ = 0, f’(r) — —1200e 5
Or, pour toutréel £ = 0:

{ e >0

! H A 1 .
~1200 <0 f'(t) < 0 = f est bien décroissante (strictement).

— Pour vérifier que la température tend a se stabiliser a la température ambiante (25 °C), nous
allons calculer la limite de la fonction f en +oco:

lim e ®=0 = lim 200e % =0 =  lim 200e %" 4+25=25= lim f(2).
—+oo par produit I—+oo par somme f—+oo t—+oo

La fonction f, qui représente la température de la baguette (en °C) au bout du temps, a pour
limite 25 en +oco. Cela signifie donc bien que la température tend a se stabiliser a la tempéra-
ture ambiante de 25 °C.

Donc la fonction f fournit un modéle en accord avec ces observations.

3. La fonction f est continue et décroissante strictemment donc monotone sur [0 : +oo[. Par ailleurs,
f(0) =225 et tlil;n f(#) = 25 donc, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un
— 00
unique élément c € [0; +ool tel que f(c) = 40.
Pour mettre les baguettes en rayon, le boulanger attend que leur température soit inférieure ou

égale a 40 °C. On note 9 le temps d’attente minimal entre la sortie du four d’'une baguette et sa
mise en rayon.

On donne la représentation graphique de la fonction f dans un repére orthogonal.

2401
[Température en degré Celsius
220+
200+
180+
160+
140+
120+
100
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60+

04 — — — — — —
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I

I
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0,43 1,0 1,5 2,0

—20-- Durée en heure

4. La courbe Cgf semble atteindre 40 vers 0,43 heure soit 0,43 x 60 = 25,8 minutes. On trouve donc
une valeur approchée de 26 minutes.




Exercice 4 :

1.

2,

b.

Danslerepere (A; ?, ?, TC’), on a les coordonnées suivantes pour les sommets du prisme droit :
A0;0;0 B(4;0;0) C4;4;0 D(0; 4; 0)
E0; 0; 8) F(4;0; 4) G(4;4;4 H(; 4; 8)

I étant le milieu de [EF], on aI(xE Z A ; yEZyF ; ZE;-ZF) ,s0itI(2; 0; 6).

J étant le milieu de [AE], onade méme:J(0; 0; 4).

a. Sile plan est nommé (IG]J), cela signifie que les trois points I, G et ] définissent le plan, et
donc sont non alignés.

XG — X1 2 -2
Ona:IG yo—yi|=1| 4 etdeméme: T | 0
ZG— 21 -2 -2
Comme le repeére est orthonormé, on peut calculer les produits scalaires a ’aide des coor-
données :
e n-1G=—1x2+1x4+1x (-2) = 244-2=0:n estorthogonalﬁﬁ.
e n-T =—1x (=2)+1x0+1x(-2) =2+0—2=0:;estorthogonaléﬁ.

Ainsi, n est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (IG]) : ¢’est donc un vec-
teur normal au plan.

Une équation cartésienne d’'un plan dont n est un vecteur normal est de la forme :
—Ixx+1xy+1xz+d=0,so0it—x+ y+z+d =0, ol d est un réel quelconque.

Comme G est un point du plan (IGJ), on en déduit que la constante d dans ce cas doit étre
telle que :
—Xgt+ygtzg+d=0<< —4+4+4+d =0

— d=-4

Une équation de (IG]) estdonc: —x+y+z—-4=0.

3. Sid est perpendiculaire a (IGJ), alors elle est dirigée par ?{ comme elle passe par H, elle admet

X=xyg+ rx;; x=-t
comme représentation paramétrique: § y=yu+ty, [€R soitici:{ y=4+1r [I€R

l zZ=zy+iz l z=8+1

4. Si L est le projeté orthogonal de H sur (IG]J), cela veut dire que la droite (HL) est orthogonale au

plan (et passe par H), et donc que la droite (HL) est la droite d. Comme L est un point du plan,
c’est donc le seul point de d sur le plan.

Cherchons le parametre 7 tel qu'un point M; de parametre ¢ dans la représentation de d soit un
point de (IG]) :

M€ (IG)) < —xm, +ymMm, +2m,—4=0
— —(-0)+@A+0)+B8+1)—-4=0
< 3t+8=0

— [=—
3



-8 -8 -8
L est donc M%a sur la droite d : il a donc comme coordonnées L(—? 4+ ? ; 8+ ?]

8 12-8 24-8
Cela confirme L| - ; ; ]
3 3 3

8 4 16
Autrement dit, le point L est bien le point de coordonnées [§ ; 3 ; ?]

5. Par définition, la distance d’'un point a un plan est la distance entre le point et son projeté or-
thogonal sur le plan, donc on cherche HL. Comme on travaille dans un repére orthonormé :

8\2 (8)% (8)? 192 8v3
HL:\/(JCL—JCH]2+(YL_YH)2+(ZL—ZH)2:\/(g] +(§] +[§) :“T:T'

8v3
La distance de H au plan (IG]) est donc de T\/_

6. Calculons:IG -1 =2 x (=2) +4x 0+ (—=2) x (=2) = —4+0+4 =0.

Les vecteurs fé et ﬁ sont donc orthogonaux (et non nuls) donc les droites qu'’ils dirigent, (IG) et
(IJ) sont orthogonales (et perpendiculaires, car sécantes en I) : le triangle IGJ est donc rectangle
enl.

7. Pour calculer le volume, on choisira IGJ comme base (car le triangle étant rectangle, son aire est
simple a calculer) et donc la hauteur correspondante est la distance du quatrieme sommet (H)
au plan (IGJ) (distance qui a été calculée a la question 5.).

IG=v22+42+(-2)2=v24=2V6
J=v(-22+0+22=/8=2V2

L'aire du triangle IGJ est donc : &fgj =

IGxI] 2v6x2v2

2 2 -
8v3 32
3 37

4v/3.

1
Le volume du tétraédre est donc: V = 3 x 41/3 x

32
Le volume du tétraédre est de V = Y (soit environ 10,7, au dixiéme pres).



