Chapitre 13

CALCUL INTEGRAL

Avant de commencer §

|| Déterminer I'aire d®un triangle

Soit [ la fonction définie sur -2 ; 6] par :
Jx+3si-25x<0

fix) 3-drsin<x<E

On définit les points A, B et C de la courbe
représentative de  dans un repéne orthomorme
d'abscisses respedtives —2, 0 et &
Représenter la fonction f sur [-2 ; 6] puis déter-
miner Iaire du triangle ARC.

|| Déterminer taire d"un quadrilatére

Dans un repére orthonormeé du plan (O 1, ),
on considére les points A, B, C et D, comme
indigué sur la figure c-dessous.

Calouler Paire du trapéze ABCD,

| Démontrer La continuité dune fonction
Soit ' la fonction définie sur [0 ; + o par:
Vx si0Era
Az} E.:_EE_I: sir=1

Demoantrer gue § est continue sur [0 ; + oo,

[ Déterminer des dérivées

Dérver les fonctions suivantes sur lintenalle 1
donné.

LS xS —yx - avec - ]o; 4 o],

2. X y/Sr— 10, avec 1= |2 ; + ool
Lhree® ™ avecl- R

. 1
l..l.:--k,”,i'uul B

 Lier primitive et défivée
On défimit Les fonctions F et | sur B par
z) fr® 1 et fix) r

At 1 B+
Démontrer gue F est une primitive de | sur B.

Prérequis
L Comnaitre bes formules de caleul daine.
2. Conmaitre L fonctons de rérenoe
A busdier la continuits &ene fanctbon.

& Savoir disiver ume fosclion.
5. Détermunes umse primilive d ues fonclion codbinue.

. Déterminer des primitives

Déterminer une primitive des fonctions suivantes
définies sur I

1 xea 36" ("2}, avec] - K.

g xee™E avec] - K,

lﬁ::--ﬁ,ﬂtl BA{=2; 2}

bk iz avec [ ~ B,

{1_1:::?}4!

58 x Laver 1 - B,

Tre
H DEterminer une primitive avec une
condition inftiale
Soit | la fonction définie sur B par :

M= =z 47
1. DéEterminer les primitives de | sur B,
2. Determiner la primitive de | s'annulant en —1

|| Probléme

Vi la courtee représentative d'une fonction
défnie sur -3 ;4]

ram SR

Cr

Ouelles informations peut-on déduire de ce gra-
phigue concernant la fonction dérivée | et une
primitive F de f sur|-3;:4]7

=

Le symbole [ est dérivé du « s long »
employé depuis e Moyen-Aoe et fut publié
dans un article fondatewr de 1686 par Leibniz
pour désigner le signe des sommes (s},
inverse du signe des différences {d).




Corrigé exercice 1:

Voici la représentation graphique de la fonction Jdans un repere orthonormé du plan.

On cherche donc a calculer I'aire d’un triangle de base de longueur 8 et de hauteur de longueur 3. Ainsi

8x3

A==

12

Corrigé exercice 2 :

L'aire d’un trapeze se calcule avec la formule suivante :
longueur de sa grande base et b celle de sa petite base.

Dans cet exercice on a donc 2 2

Corrigé exercice 3 :

JIsio<e <l
flx) =4 2 — a2
six >1
[ est définie sur [0: +o< par 6z — 5
2 — 2?
—

T
Les fonctions * Vi et

On doit donc étudier la continuité de / enz = 1.

2

(104+7) x3 17x3 51

2.

(B+b) xh

ol h est la la hauteur du trapéze, B la

62 — 5 sont continues respectivement sur [0; 1] et sur ] 1; 00,

o 2—2g? 21?2
5 " 6x1-5
On a d’une part f(l) =V1i=1 et d’autre part f;ﬁ = L
lim f(z) = f(1)
Ainsi, z>1 donc f est continue en 1 et, par conséquent, f est continue sur [0: +oof,
Corrigé exercice 4 :
. 1
) cae bt — Jr — — .
1. Lafonction f v = est définie et dérivable sur { = ]0; +00]

comme somme de fonctions définies et dérivables sur cet intervalle.

1
f(z) =5 x 32* — —=
2. Et, pour toutréelz > 0, 2\/5

_ (__

1
72

)

_302tyT — 2%+ 2T
B 2x2\/x
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3. On définit les fonctions u et v sur . = |2; +00] paru("f) =5z — 10t v(z) = Vi,

1
!
V(z) = —=
Ainsi § = U © U d’ou, pour tout x € 1, g =uxvo U, avec u'(x) = 5 gt 2y,
, 1 5
g(x) =5 x = =
Ainsi, pour tout réel xz > 2, 2v/5x — 10 2v/0x — 10,
4
4. On définit les fonctions u et v sur R par“(m) =2— 92" gpv(z) = €”,
Ainsih = voudouh' = u x v ow,avec u'(z) = =9 x 42° = —362° et V' (x) = e,
_gpt gl
Ainsi, pour tout réel z, h(z) = —362° x *% = —362°c*" )
5. On définit la fonction u sur R par“(m) = 32% + 1
1 ,
Ainsi u, [ est dérivable sur I et w2 avec u'(x) = 3 x 2z = 6z,
6x
() = T 22 12
D’ol, pour tout = € R, (322 +1)2,
Corrigé exercice 5 :
On pose les fonctions u et v sur R par u(r) = 42* + letv(z) = 3u? + 1
oY F,iu’fv—uv’
Ainsi v dol N v? avec ¥ (z) = 4 X 2z = 8z ot v'(w) = 3 x 22 = 6z,
8x(3z% 4+ 1) — (422 + 1) x 6z 2x
F'(z) = ( )2(12 ) = (3,2 ; = @)
Pour tout réel z, (322 +1) (322 + 1) )

Dong, F est bien une primitive de / sur R.

Corrigé exercice 6 :
1. On définit la fonction u dérivable sur R paru(f‘”) =e" — 24yect' () ="
12 N (AT 3
Ainsi f = 3u'u , d’ol une primitive F' de [ est donnée parF(”?) = (" —2)",

2. On définit la fonction u dérivable sur R par u(x) = e” gyect'(r) = e,

g(x) =+ x 55z + 2)

Ainsi, pour tout réel , 5 )

1
o . Gx) = cu(dr +2)
49 admet donc une primitive sur R telle que, pour tout réel x, 5) .

G(I’) — le5x+2

Ainsi, pour tout réel , 5

3. On définit la fonction u dérivable sur £ = R\{_\/i \/5} par“(x) = 3% — 6 avec
u'(x) =3 x 2z = 6

uf
h=— ( 2) H =
Ainsi U™ /' d’ou h admet une primitive sur I = R\{_\/ES \/5} telle que
1

Hzxz)=———F——

Ainsi, pour tout réel (z) 322 — 6.
2
4. On définit la fonction u dérivable sur R paru(ff) =" + T ayec ¥ (v) = 27,

L K_l(ll)_ 11
Ainsi 2ut et donc k admet une primitive sur R telle que 2 3u? 6u?,


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=v%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=I%3D%20%5Cleft%5D2%20%3B%20%2B%20%5Cinfty%20%5Cright%5B%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u(x)%20%3D5x-10%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=v(x)%3D%20%5Csqrt%7Bx%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=g%3Du%20%5Ccirc%20v%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=x%20%5Cin%20I#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=g'%20%3D%20u'%20%5Ctimes%20v'%20%5Ccirc%20u%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u'(x)%20%3D%205%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=v'(x)%20%3D%20%5Cdfrac%7B1%7D%7B2%5Csqrt%7Bx%7D%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=x%3E2%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=g'(x)%20%3D5%20%5Ctimes%20%5Cleft%5B%5Cdfrac%7B1%7D%7B2%5Csqrt%7B5x-10%7D%7D%20%5Cright%5D%20%3D%5Cdfrac%7B5%7D%7B2%5Csqrt%7B5x-10%7D%7D%20#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=v%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cmathbb%7BR%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u(x)%20%3D2%20-%209x%5E4%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=v(x)%3D%20%5Cmathrm%7Be%7D%5Ex%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=h%20%3Dv%20%5Ccirc%20u%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=h'%20%3D%20u'%20%5Ctimes%20v'%20%5Ccirc%20u%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u'(x)%20%3D%20-%209%20%5Ctimes%204x%5E3%20%3D%20-%2036x%5E3%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=v'(x)%20%3D%20%5Cmathrm%7Be%7D%5Ex%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=x%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=h'(x)%20%3D-%2036x%5E3%20%5Ctimes%20%5Cmathrm%7Be%7D%5E%7B2-9x%5E4%7D%3D-%2036x%5E3%20%20%5Cmathrm%7Be%7D%5E%7B2-9x%5E4%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cmathbb%7BR%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u(x)%20%3D3x%5E2%2B1%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cell%3D%5Cdfrac%7B1%7D%7Bu%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cell%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=I%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cell'%3D-%5Cdfrac%7Bu'%7D%7Bu%5E2%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u'(x)%20%3D%203%20%5Ctimes%202x%20%3D%206x%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=x%20%5Cin%20%5Cmathbb%7BR%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cell'(x)%20%3D-%5Cdfrac%7B6x%7D%7B(3x%5E2%2B1)%5E2%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=v%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cmathbb%7BR%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u(x)%3D4x%5E2%2B1%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=v(x)%3D3x%5E2%2B1%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=F%3D%5Cdfrac%7Bu%7D%7Bv%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=F'%3D%5Cdfrac%7Bu'v-uv'%7D%7Bv%5E2%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u'(x)%3D4%20%5Ctimes%202x%20%3D%208x%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=v'(x)%3D3%20%5Ctimes%202x%20%3D%206x%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=x%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=F'(x)%20%3D%20%5Cdfrac%7B8x(3x%5E2%2B1)-(4x%5E2%2B1)%5Ctimes%206x%7D%7B(3x%5E2%2B1)%5E2%7D%20%3D%20%5Cdfrac%7B2x%7D%7B(3x%5E2%2B1)%5E2%7D%20%3D%20f(x)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=F%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=f%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cmathbb%7BR%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cmathbb%7BR%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u(x)%20%3D%20%20%5Cmathrm%7Be%7D%5Ex%20-%202%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u'(x)%20%3D%20%5Cmathrm%7Be%7D%5Ex%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=f%3D%203%20u'u%5E2%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=F#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=f#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=F(x)%20%3D%5Cleft(%5Cmathrm%7Be%7D%5Ex%20-%202%20%5Cright)%5E3%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cmathbb%7BR%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u(x)%3D%5Cmathrm%7Be%7D%5E%7Bx%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u'(x)%3D%5Cmathrm%7Be%7D%5E%7Bx%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=x%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=g(x)%3D%20%5Cdfrac%7B1%7D%7B5%7D%20%5Ctimes%205u'(5x%2B2)%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=g%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cmathbb%7BR%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=x%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=G(x)%3D%20%5Cdfrac%7B1%7D%7B5%7Du(5x%2B2)%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=x%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=G(x)%3D%20%20%5Cdfrac%7B1%7D%7B5%7D%20%5Cmathrm%7Be%7D%5E%7B5x%2B2%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=I%20%3D%20%5Cmathbb%7BR%7D%20%5Cbackslash%20%5C%7B-%5Csqrt%7B2%7D%3B%5Csqrt%7B2%7D%5C%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u(x)%20%3D%203x%5E2%20-%206%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u'(x)%20%3D%203%20%5Ctimes%202x%20%3D%206x%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=h%3D%20-%20%5Cleft(-%5Cdfrac%7Bu'%7D%7Bu%5E2%7D%20%5Cright)%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=h%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=I%20%3D%20%5Cmathbb%7BR%7D%20%5Cbackslash%20%5C%7B-%5Csqrt%7B2%7D%3B%5Csqrt%7B2%7D%5C%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=H%3D%20-%20%20%5Cdfrac%7B1%7D%7Bu%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=x%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=H(x)%3D%20-%20%5Cdfrac%7B1%7D%7B3x%5E2-6%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cmathbb%7BR%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u(x)%3D%20x%5E2%2B%207%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u'(x)%20%3D%202x%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=k%3D%5Cdfrac%7B1%7D%7B2%7D%20%5Cdfrac%7Bu'%7D%7Bu%5E4%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=k%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cmathbb%7BR%7D%250
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=K%3D%5Cdfrac%7B1%7D%7B2%7D%20%5Cleft(-%5Cdfrac%7B1%7D%7B3%7D%5Cdfrac%7B1%7D%7Bu%5E3%7D%5Cright)%3D-%5Cdfrac%7B1%7D%7B6%7D%5Cdfrac%7B1%7D%7Bu%5E3%7D%250

1 1
Ka)=———=
Pour tout réel z, (=) 6 (22 +7)3,

2
5. On définit la fonction u dérivable sur R paru(m) =" + 4 gyec v (2) = 2z,

u'

Ainsi 21/U et donc { admet une primitive sur R telle que L' = V.
D’ou, pour tout réel =, L(z) = Va? + 4,

Corrigé exercice 7 :

1
: . ) () =a2® — 2 + T+ k
1. [ est continue sur R donc admet des primitives sur R. Et, pour tout réel z, 2

ou k est un réel.

’

2. La primitive de [ s’annulant en —1 vérifie donc £'(—1) =0,

F(—1)=(-1)% - 1(—1)2 +7x(=1)+k

Or 2 , ou k est un réel.
1 17
O=-1—-=-—-T4+kesk=—
Et 2 * 2.
1 17
Flz) =2 — 2’ + To + —
La primitive de / s’annulant en —1 est donc la fonction F' définie sur R par (v) == 2$ * 2.

Corrigé exercice 8 :
D’apres le graphique, I semble croissante sur [—3;-0,8] et sur[27 L; 4], et décroissante sur [-0,8;2, 1].

La fonction dérivée /' semble donc devoir étre positive sur [—3; =0, 8 et surl2, 15 4], et négative sur [-0,8;2,1]
Elle semble s’annuleren® = —0,8 etz = 2,1,
D’aprés le graphique, [ est négative sur [=3; —2] et sur[1; 3], et positive sur [=2; 1 et surl3; 4]

Une fonction primitive F' de [ est donc décroissante sur [—3; —2] et sur [1; 3], et croissante sur [—2;1] et sur [3; 4]

car F’:f.
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I. Intégrale d'une fonction continue et positive.

1/ Unité d'aire.

Dans un repere orthogonal (O, I, J) lI'unité d'aire noté UA est I'aire du rectangle de
cotés Ol et OJ.

Ainsi l'aire du triangle ABC est 2 UA.

Remargue:

Si Ol=2cm et OJ = 1cm, alors 1ua = 2 cm? et dans ce cas,

L’aire du triangle ABC est 2 UA = 4 cm>2.

2/ Définition

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b] et Cf sa courbe
représentative dans un repére orthogonal.

On appelle intégrale de a a b de la fonction f et on note fabf(x)dx

le nombre réel représentant I'aire du domaine hachuré en unité d‘aire.

(ensemble des points M(x;y) telquea <x < bet0 <y < f(x))
Remargue:

x est une variable muette ainsi f;f(x)dx = f: fO)dt = fff(@)d@

3/ Propriétés immédiates:

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b]

. f;f(x)dx >0

3 faaf(x)dx =0
e Additivité des aires (Relation de Chasles)

o

Pourtoutréel ctelquea <c < b, facf(x)dx + fcbf(x)dx = f:f(x)dx

Exemples :

1) Calculer: f23(5 —x) dx Posons f(x) =5 —x

_(fQ+1(3)) x1
B 2

Ona:f23(5 —x) dx

3+2

2
2 "2




4) Exemple de calcul approché d'une aire : On considére la fonction carré sur [0 ; 1]

e en partageant en 4 intervalles de méme amplitude I’intervalle [0 ; 1], on encadre |, 01 x? dx par la
somme des aires des 4 « petits rectangles » et la somme des 4 « grands rectangles »

14 —n:4— Ona:
S1= 0+ 0,25 x 0,252 + 0,25 x 0,52 + 0,25 x 0,752

1-

S:=0,21875
08|
06|
So= 0,25 x 0,252 + 0,25 x 0,52 + 0,25 x 0,752 + 0,25
S, = 0.46875
e R T T e Donc 0,21875 < f01 x%dx < 0,46875

0.2

En partageant en 8 intervalles de méme amplitude I’intervalle [0 ; 1], on encadre fol x? dx par la somme des
aires des 8 « petits rectangles » et la somme des 8 « grands rectangles »

- Ona:
1.2
] _1 A N RV N . U (vt
1_ si=dx 0+ (2yee (B e (Ryee Qe Cre )
35
S1 = 1o ~ 0,27344

0.6
04 Sr=Si+ % 1= 15718 ~0,39843
0.2

3B _ L, 5L
- Oj 0.2 04 0.6 08 1 DonC 128 S fo x dx S 128
0.2




Théoréme fondamental

La fonction F, définie sur [a; b] par F(x) = f‘ff(t)dt
est la primitive de f qui s’annule en a.

Démonstration : Cas ou f est continue, positive et croissante sur [a; b] (Admis pour les autres cas.)

Activité B p 313

m Démontrer que, dans le cas o jf est continue et positive sur[a ; b], la fonction F,,,

définie sur [a ; b] par F_(x) = _f;xf(t )dt, est dérivable sur[a ; b] et que F, = f.

Soient a, b et x, trois réels tels que a< b et x, €[a ; b].

On considére une fonction f continue et positive sur [a ; b] et on définit

la fonction E, sur[a ; b] par F, (x) = f’f{t}dt. On suppose, sans perte de |
a

généralité, que fest croissante sur [a ; b].

o a) Pour tout réel h > 0 tel que x, +h < b, interpréter graphiquement D c
F (xoth)etF (x,)- r
b) En déduire une interprétation graphique de F_(x, +h)—F_(x;)

c) En utilisant les rectangles ABCD et ABFE, justifier que
hfix) < F, (xqg+h)—F,(x,)< hf(x,+h), puis en déduire un encadre- L
F (xp+h)—F (x,)
I .

ment de "
E F
e Recommencer la question précédente avec h < 0 tel que x,+h > a. On |
fera notamment attention au sens de la double inégalité.
9 Quel argument permet de justifier que },izf}ﬂxn +h)=f(x,)? : " :
Déduire des questions précédentes que F, a x, x,th
est dérivable sur [a ; b]et que F_ = f. - h=>0

Corrigé activité B :

zo+h
Fy(zo + h) = / (1) dt
a. Pourtoutréelh > 0tel que To + h < b, a correspond a l'aire
sous la courbe représentative deﬂf entre les droites z = a et x= Zo + I soit I'aire ci-dessous.

o c

T
O L | ,

a correspond a I'aire sous la courbe représentative de [ entre les droites
x = aet x=T0 soit I'aire ci-dessous.

B T+ b
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2.

b. L'opération Fo(zo + h) — Fa(zo) correspond donc au calcul de I’aire sous la courbe
représentative de [ entre les droites © = Toet x=o+ I,

c. Lafonction f étant croissante sur [a; b], ona

aire(ABFE) < F,(zo+ h) — F,(z0) < aire(ABCD)

or aire(ABCD) = AB x BC = (zg + h— ) [f (2o + h) — 0] = hf (zy + h)

et airte(ABFE) = AB x AE = (o + h — x0) [f (z0) — 0] = hf (20),
pou Af (wo) < Fulao + k) — Fu(zo) < hf (zo + h),

On divise ensuite les membres de I'inégalité par i > 0 et on obtient

flag) < PRt <y

Lorsque b < 0,ona To+h < Zo, Donc I'opération Fo(xo) — Fu(xo + h)  donne I'aire sous la

courbe représentative de [ entre les droites d’équation £ = Zo + het = o,
On peut alors écrire aire(ABEF) < Fo(wo) — Fu(zo + h) <gire(ABDC),

or, aire(ABDC) = AB x AC =[xy — (zo + h)] [f (z0) — 0] = —hf (x0) et
aire(ABEF) = AB x BE = [zg — (zo + h)][f (zo + h) — 0] = —hf(zo+h)
ponc —hf (xo + h) < Fulwo) — Fa(zo + h) < —hf (o),

On divise ensuite les membres de I'inégalité par —h > 0 et on obtient

Fo(xzg) — Fu(zo + h)

f o+ h) < - < f (wo)
a h — La
- oot h) < Fu(xg + f)L F(z0) < f(xo).

lim f (a0 + h) = f(x0)

[ est continue sur [a; b] et donc en To. Ce qui permet de conclure que  h—0 .

Bilan :
Danslesdeuxcas h >0 et h <0, lesinégalités permettent d’utiliser le théoréme d’encadrement

lim Fa(l'o —+ h) — Fa(ﬂfo) _ f(.’Eo)

et de conclure que  h—0 h )

I -
Par définition du nombre dérivé de Fu en o, on conclut que F, est dérivable en To et Fo(zo) = f(lﬂ).
. /o
Donc, £ est dérivable surla;0] ot F, =1
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Propriété :
Soient F et f deux fonctions telles que F est une primitive de f sur [a; b],ona:
b
[ F®dt = F(b) - F(a)

Démonstration:

—_—

Considérons F_ et F deux primitives de f. Il existe donc un réel k telque F_=F+k.
On écritalors: [ f(t)dt=F,(b)=F(b)+k.
or: [* f(1)dt =0 & F,(a) = 0w F(a)+ k=0e k=—F(a)donc F(b) + k = F(b)—F(a).
On en déduitalors: [ f(t)dt=F(b)—F(a).

1. Intégrale d'une fonction continue de signe quelconque

1/ Intégrales d’une fonction positive

Propriété:

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b]
et F une primitive de f sur [a; b].

L'aire du domaine hachuré en unité d'aire est: ; .
b A f
[ redx=r) - Fa 4 .
a T |
¢ 4] ..F] |
AP ATIEN
llmlf'olwi“-ﬁ

Démonstration:

La fonction G définie sur [a; b] par G(x) = f;f(t)dt est la primitive de f qui s'annule pour x = a.
Donc G(x)= F(x)+k , ke R. (1)

OrG(a) = faa f(t)dt =0d'ou en reportant dans (1), F(a) +k=0 < k=-F(@a)

Ainsi fab f(x)dx = G(b) = F(b) + k = F(b) — F(a)

Exemple:
La fonction carré étant positive sur [0; 1], l'aire A= f01 x2dx = F(1) - F(0) = %— 0 =%
X3
f(x) = x2 donc F(x) = 3

L'expression F(1) — F(0) se note aussi [F(x)](lj ( notation crochet )



2/ Extension :définition

Soit f une fonction continue (de signe quelconque) sur un intervalle | et F une primitive de f sur I.

Soit a et b deux réels de I. On définit I'intégrale de a a b de f par :
b
J, fx)dx = F(b) — F(a)

En pratique, pour calculer fff(x)dx , on détermine d'abord une primitive F de f sur I, et on écrit:

b
[ reodx = (rGate = Fo) - F@)

3/ Propriétés

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, a, b, c trois réels de | et 4 un réel.

& [ f(0)dx =[] f(x)dx
Démonstration: fbaf(x)dx =F(a)—F() =-(F(b)-F(@))=- fabf(x)dx
b/ Relation de Chasles: [, f(x)dx + [ f(x)dx = [ f(x)dx
Démonstration: f: fGo)dx + [ f(x)dx = F(b) - F(a) + F(c) - F(b) = F(c) - F(a) = [ f(x)dx
c/ Linéarité de I'intégrale:
[ @)+ g()dx = [} fx)dx + [} g(x)dx et [JAf(x)dx =4[, f(x)dx
Démonstration: Une primitivede f + g est F+ G d'ou
L(fG0) + g()dx = (F+G)(b) ~ (F +G)(@) = F(b) - F(a) + G(b) - G(a) = [, f(x)dx + [ g(x)dx

[ 2 fdx = (LF) (0) - 0 F) (@ =& (FO) - F@) =2 [, f(o)dx

d/ Positivité (a < b)

i - b
aSi f est positive sur [a; b], fa f(x)dx =0 démonstration : I intégrale est une aire donc positive.
i - b
aSi f est négative sur [a; b], [ f(x)dx <0
Démonstration: fabf(x)dx = —ff— f(x)dx et —f estpositive donc fab—f(x)dx >0

e/ Ordre: (a < b)
Si f < gsur[a;b], [” f(0)dx < [* g(x)dx
Démonstration:
Sif < gsur|a;b],alorsg — f = 0sur [a; b],

D’ou f;(g(x) —f(x)dx 20 < f:g(x)dx— f:f(x)dx >0 & f:g(x)dx > f:f(x)dx



4/ Intégrale et aire.

a/ Dans une repére orthogonal, on note D le domaine compris entre la courbe C représentant une fonction £, I'axe des
abscisses et les droites d'équations: x =aetx =b aveca < b

Cas d'une fonction continue et positive sur [a; b]: AireD = f: f(x)dx ua
Cas d'une fonction continue et négative sur [a; b]: AireD = — fff(x)dx ua
Cas d'une fonction continue et de signe quelconque sur [a; b]: ..
"\“/
Aire D = facf(x)dx — fcbf(x)dx ua l 4 ‘l 24 LBy SL
R |
Propriété: Aire entre deux courbes: i j (‘f’g 1/4
Sisur un intervalle [a; b], f et g sont continue et f < g alors I'aire comprise entre "/’ ’h i

les deux courbes et les droites d'équation x = a et x = b est f;’[g(x) — f(x)]dx ua

Exercice 1:
La courbe ci-contre représente la fonction f définie par f(x) = %xz -2

Résoudre I'équation f(x) =0
fx)=0 & x*=4 & x=-2o0u x=2 S={-2;2}
3 0

3 } }
Calculer I'aire A du domaine colorié: F(x) = % X Xg -2X = XE— 2X \/

J2f0dx — [2, f(dx + [ f()dx = F(=2) — F(=4) = F(2) + F(=2) + F(4) — F(2)
= 2F(-2)—-2F()+F(4) —F(—4)

_ 8 8.8.8
= 2x3t2x3t343
=16 u.a

ou Pour tout réel x de [—4; 4], f(—x) = f(x) donc f est paire.
La courbe est donc symétrique par rapport a I'axe des ordonnées. Ainsi A = 2B ou B représente l'aire coloriée sur

I'intervalle [0; 4].
2 4 2
B = aire(D,) + aire(D,) = —fo f)dx + fz fO)dx = — [xg - ZxL + [x—; - ZxL
4 8 8
= ‘(5“9*(5‘(‘5))

8 16
“3t3
=8

Donc A=16u.a



Exercice 2:

1/ Soit h la fonction définie par h(x) = 2x+/x. Calculer h'(x).
2/ Les courbes ci-contre représentent les fonctions

f et g définie sur [1;4] par f(x) = — +x et g(x) = 3Vx — 5
Calculer l'aire A du domaine colorié.

1/h’(x)=2\/§+2xx%=2\/§+\/§=3\/§ RNy

2/ Montrons que sur [1;4] f>g ‘/?;,‘/ :

g est une fonction croissante sur [ 1 ;4] car g'(x) = 3 positif. Son maximum est g(4) = 1.

2+
x3-2

f'(x):)'(—g +1=552 0250 & x>VZ et Y2 =126

f est donc décroissante sur [ 1 ; 3/2 ] et croissante sur [ Y2 ; 4 ] donc son minimum est f(¥/2) ~ 1,89.
Sur[1;4]leminimumdef estsupérieur au maximumdeg donc f>g sur[1;4].

Ainsi A= f14f(x)—g(x)dx= f14xi2+x—3\/§+5dx
1, x? 4
=[——+——2x\/§+5x]
x 2 1
= 1+8 16 + 20 <1+1 2+5)
4 2

_ 47 5

4 2
37

4
=9,25ua

b/ VValeur moyenne

La valeur moyenne d'une fonction f sur un intervalle [a, b] avec (a # b) est le nombre réel défini par
1 (b
p=—J, f(xdx
Remargue: Avec la calculatrice: pour calculer floxzdx , Math->9.fnint (x"2, x, 1, 0)

Wt

La valeur moyenne d'une fonction est le

réel u tel que le rectangle de largeur b —a
et de longueur p ait la méme aire que

I'aire sous la courbe de la fonction f.

Eneffet (b—a)x p= f; f(x)dx




Exercice 3: Soit f la fonction représentée ci-contre et définie par f(x) = —(x —3)?> + 6
a/ Interpréter géométriquement fff(x)dx

b/ Déterminer la valeur moyenne u de f sur [1; 4].
c/ Interpréter géomeétriquement u

a/ f est un polyndme du second degré, du signe de a = —1 a I'extérieur des racines 3 —v6 ~ 0,55¢et3 ++/6 ~ 5,45
Donc f est positif sur [1;4], fff(x)dx correspond a l'aire A du domaine compris entre la courbe,
I'axe des abscisses et les droites d'équations x = 1 et x = 4.

s R TR e
S =1ty C3dx = [—F 4 3e2 — 34 ‘ ‘
blp=—[ fl)dx =3[ —x*+6x 3dx—[ —+3x 33{]1

=-2148-12—(-3+3-3)
=15

c/y=§xAd'oUA=3><y

u correspond a la hauteur du rectangle de base [1;4] qui & pour aire A.

,,,,,,,,,,,,,,,,




I11. Intégration par parties

Propriété : intégration par partie

On considére deux fonctions u et v telles que u’ et v’ soient continues sur [. Soient a et b deux réels de I tels
que a < b.

Alors : f:(u’v)(x)dx = [(uv)(0)],” - fab(uv’)(x)dx
Démonstration :
Par opérations de fonctions dérivables, u x v est dérivable sur [a; b] et (u X v)’ = u'v + uv'.
Donc, pour tout réel x € [a; b],ona (u X v)'(x) = (u'v + uv") (x).
u et v sont des fonctions dérivables sur [a; b] et sont continues.
Par opérations sur les fonctions continues, (uv)’, u'v, uv’et uv’ + u'v sont continues sur [a; b].
Elles admettent donc des primitives.
On obtient : [ v) ()dx = 7w v) () + (uv") (x)]dx

Soit  [(wr)(M)].” = [, Wv)(x)dx + f, (uv")(x)dx par linéarité de Iintégrale

D’ou f;(u’v)(x)dx = [(w) ()] - f;(uv’)(x)dx

Exemples : Calculer f_olx e* dx
On définit les fonctions u et v sur [-1 ; 0] par w'(x) = e* et v(x) =X
Ainsi pour tout x € [—1; 0], on peut poser u(x) = e* et v'™) =1
u et v sont dérivables sur [—1 ; 0], u’et v'sont continues sur [—1; 0]

En utilisant I’intégration par parties, on obtient :

0 0
J x eX dx =[x e¥]_,° — f eXdx=el1—[e¥]_,"=2e1-1
-1 -1



