TS SPE CORRIGE BAC BLANC 2

Exercice 1 {7 points) Thiame : probabilings

Le conore est un ankmal sauvage proche du lowp, qui vt en Amérigue do Maord.

Dans érar d'Oklahoma, aux Etats-Unds, 70% des covotes sont touchés par une maladie appelée ehi-
lichinge

W exdsre wn teat aldant & la détecton de ceme maladie. Lorsque ce test est appliqué & un coyote, san
résltan est solt posiif, soit négatlf, et on salt gue

& Sl le coyote est malade, le test est positf dans 97 % des cas.

& 5 le covote n'est pas malade, le test est négatif dans 95 % des cas,

Partie A

Dhes vistérinakres caprurent un covole d'Oklaboma aw hasard et Ll font sulbde wn est pour Uehidichioge
On consldere les dvenements sulvants :

o M sle coyole est malade »;

o T iale pest du coyote est positi s

n I!ﬂ[&ﬁ H'_I']'E'EIEIE'C[WE'I"I!E'IH les évenements contralmes de et T

1. Hecopler et compléter arbre pondéré ci-dessous qui modélise la siruatkon.
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2. Déterminer la probabdling que le coyote salt malade e que son test solt posif.
O calewle PIMA T = B = Py(T1 =007 = 0,97 = 0,679

3. Démonteer que la probabiling de T est égale 0,694,
apres la lod des probabilies totales :

PITI=PIMATI+P[MAT) or
P[MnT|=p[M) = PgiTI=0.3x0,05 = 0,015 d'od:
PIT) =0,679 + 0,015 = 0,694,

4. On appelle « valeur prédictive positive du test « la probabilité gue le coyote soit effectivement
malade sachant que son test est positil,

Caleuler Ia valeur prisdictive positive du test. On arrondira le résultat au millisme.
PTnM)  PIMATI 0,679

BT - B 0693 = 0,9784 s0it 0.978 au millitme priss.

On calcule donc Pr(AM) =

5. a. Paranalogie avec la question précédente, proposer une définition de la o valear prédictive
niegative du test « et calculer cette valeur en arrondissant au milliéme,
On appelle « valeur prédictive négative du test « la probabilité que le coyote ne soit pas
malade sachant que son test est négatil.

P{?nﬁ]

[T

Or P(Tn) = P(T) x Pp[M);

Elle est égale & Py (M) =

. pﬁ] =1-P(T}=1-0,694 = 0,306;

BITnM -
0,3 = 0,95
. Pf 'l-f] = { ] = x — = [, 9313, s0it 0,931 au millitme pris.
B T_] 0, 306

b. Comparer les valeurs prédictives positive et négative du test, et interpréter.
Comme 0,978 = 0,931 cela signifie gu'un résultat positl (erreur d'a peu pres 2%) est plus
probant qu'un résultat négatil (erreur d'a peu pris 7 %),



Partie B

On rappelle que la probabilité gu'un coyote capturé au hasard présente un test positif est de 0,694,

1. Lorsqu'on capture au hasard cing coyotes, on assimile ce choix 4 un tirage avec remise.

On note X la variable aléatoire qui 4 un échantillon de cing coyotes capturés au hasard associe
le nombre de coyotes dans cet échantillon ayant un test positil.

.

.

Quelle est la loi de probabilité suivie par X'? Justifier et préciser ses paramétres.
Le nombre de coyotes est assez important pour gue toutes les captures indépendantes
sont celles d'animaux dont la probabilité de positivité au test est de 0,694, La variable X
suit donc une loi binomiale de paramétres n =5 et P = 0,694,
Calculer la probabilité que dans un échantillon de cing coyotes capturés au hasard, un
serul ait un test positil. On arrondira le résultal au centidme.
On sait que P{X = 1) = (]) = 0,694" = (1 -0,694)%" = 0,030 soit 0,03 au centibme pris.
Un vétérinaire affirme qu'il v a plus d'une chance sur deux qu'au moins guatre coyotes sur
cing aient un test positif : cette affirmation est-elle vraie? Justifier la réponse.

1
On virifie si effectiverment P(X = 4] = 3
OrPIX 24)=PIX =4)+ P(X =5];
PiX =4)=(}) = 0,694% = 0,306 =0,3549 el
PIX =5) = [7) = 0,694 x0,306" = 0,1609
Donc PX = 4) =0,3549+ 0,3549, soit P(X = 4) = 0,5158 valeur supérieure 4 0.5 : le véne-
rinaire a raison.

2. Pour tester des médicamenits, les vétérinaires ont besoin de disposer d'un coyote présentant un
test positil. Combien doivent-ils capturer de coyotes pour gue la probabilité qu'an moins I'un

d'entre eux présente un test positf soit supérieure 4 0,997

Il faut trouver € M tel que PIY 2 1) > 0,99 avec ¥ variable aléatoire associée au nombre de
coyoles avant un test positif.

OrPIY 211 =1-P(¥ =01 = 1=} = 0,694" = 0,306" = 1 -0,306". Il faut donc résoudre dans M
linéquation : 1 =0,306" > 0,9% — 0,01 > (0, 306"

Inty, 01

Par croissance de la [onction logarithme népérien : In0,01 > nIn0, 306 == ——— < n car

T, 306

Ty, 3006 == 0.

Comme

Iy, 01 . .
“—_ = 3,9 : il [aut donc caplurer au moins 4 coyoles.
lraid, 306



EXERCICE 2 (7 points) Théme : fonctions logarithme et suites.

1. » On sait que Iin} xInx =0, donc Iin|1J flx)=1L
T K
« Comme lim x=+4ocet lim Inx = +oo, on a par produit de limites lim xlnx = +oo et
X0 K= O X0
enfin lim f(x) = +oc.
X— 400
2. a. Lafonction [ est continue et dérivable sur |0 ; +oo|. En utilisant le formule de la dérivée
1
d'un produit, ¥x €]0; +oo|, ffix) =1 xIn{x)+ xx—=In(x) +1
x

b. _fr[x] 20 == nx)+120 = In(x) z-1 = xzel.
Dansletableau: f(e~!]=e !'Infe )+ 1=—-e'+1=1-e"'>0

X ] gl 1 +oo
fJ{x] _ 0 %+
1 +o0
f) \
1-e ! =0/632

c. fi1) =1. D'aprés les variations de la fonction f,
s Wxel0;el], flx)e(l—et; 1;
s Wxele ! 1), flx)el-et; 1)

Donc¥xe|0; 1], fix) e [l—e‘l H L]. Orl-e !'=0donc fix) €] 0; 1] pour tout réel x dans
105 1].

3. a Léguation de la tangente (T) & %6 au point d'abscisse 1 a pour équation :
y=f1lix-1+ f(1)
Avec f'(1)=1et f(1) =1, on en déduit I'équation de (T") : y=x—141 = x, soit
Mix: Vel = y=1x.
b. Nous savons que ¥x €]0; +ool, f'{x) =In{x] + 1.

La fonction f' est continue et dérivable sur |0 ; +oo[, et f"(x) = % =0, donc f est convexe
sur |0; +oal.

c. La courbe représentative d'une fonction convexe est au-dessus de toutes ses tangentes.
En particulier ‘€f est au-dessus de (). Donc ¥x €]0; +oof, flx) = x.

4. Soit (u,) la suite définie par w, €]0; 1] et 1, = flu,).

a. Montrons par récurrence que 0 < u,, < 1 pour tout entier naturel n.

Initialisation: on a vy €|0; 1], soit 0 < 1y < 1 : I'encadrement est vrai au rang 0;

Hérédité : soit n € M et supposons que 0 < uy, < 1.

Onawvualaquestion 2. b.quesil< x <1, alors 0 < fix) < 1.

Doncsil<u, <1, alors0< flug) < 1,500t 0 < g < 1.

Conclusion : I'encadrement est vrai au rang 0 et 5'il est vrai au rang n € [, il I'est aussi au

rang i + 1 : d'aprés le principe de récurrence pour tout entier naturel i, ona: 0 < i, < 1.
b. D'aprés la question 3.c, pour tout réel x positif, f{x) = x.

De plus pour tout entier naturel n, 1y, >0

Donc, Yn e, flu,) = u, donc . > uy,. La suite (1,) est donc croissante.

c. La suite (1,) est croissante et majorée par 1. Donc d'aprés le théoréme de convergence
monotone, la suite (u,,) converge vers une limite finie notée .



Exercice 3 :

Affirmation 1 : Vraie

EK = EH + HK
=BC + F]  (car EH = AD = BC et HK = HD = EA — FB _ fj
2 2 2

= BI + IC + FJ

].—— — —
:EBA‘FIC'FFJ

— 1 —
ZIC—EAB-FFJ

Affirmation 2 : Vraie

—_—

BH = BE + EH  (Relation de Chasles)
= BE + BC (car EH = AD = BC )
Donc les trois vecteurs BH , BE , BC sont bien coplanaires.

Affirmation 3 : Vraie

L’espace est rapporté au repére (A; AB, AD , AE ). Ona:J(1;0;0,5) et H(O; 1; 1)

x=—2-2k
La droite de représentation paramétrique { y=3+2k kelR donne le pointJ pourk =-1,5
z=2+k

et le point H pour k =-1. Il s'agit donc bien de (JH).

Affirmation 4 : Fausse

Ona:G(1;1;1)
x=2—t
La droite d a pour représentation paramétrique | ,=¢ teR
z=—1+3¢
1=2—¢ 1=t
1=¢ < | 1=¢ le systéme n'ayant pas de solution G n'est pas un point de d.
1=—1+3¢ 2 —
3
Affirmation 5 : Vraie
x=2—t
La droite d a pour représentation paramétrique | =¢ teR
z=—1+43¢
x=3+t'
La droite d' a pour représentation paramétrique | y=1+27' ¢'€R
z=3¢'
Cherchons I’intersection de ces droites.
2—t=3+t" t=1+2¢' r=1+2¢" ~1
t=1+2t" © | 2—(1+2¢")=3+" & | , 2 & |[IF75
—1+31=3¢" —1+3(1+42¢")=3¢" S ,_ =2
=22 Sl
3 =2
3

Le systéme admet une solution, donc les droites sont sécantes et donc coplanaires.



Exercice 4 :

Principaux domaines abordés : Suites numériques. Algorithmique et programmation.

Un médicament est administré a un patient par voie intraveineuse.

Partie A : modéle discret de la quantité médicamenteuse

1. Aubout de 30 min, 10% de 1 mg ont disparu : il en reste donc 0,9 mg et on donne alors
0,25 mg supplémentaires : on a donc 1, =1, 15.

2. 5i uy est la quantité de médicament présente au bout de n périodes de 30 min, a la

3.

4.

(n+

1)* période 10 % auront disparu; il en restera donc 0,9u,, et on donne alors 0,25

mg de médicament supplémentaire; on a donc tyey = 0,91, + 0,25,

a.

.

Initialisation Pour n=0. On a ug =1 et 1y = 1,15 soit 1y < 1 < 5 Pencadrement
est réalisé au rang 0.

Hérédité : Soit n € M et supposons que iy < lgey < 5.

Alors en multipliant par 0,9 : 0,90, = 0,9, < 0,9 x5 et en ajoutant 0,25 a
chaque membre: 0,91, +0,25 <X 0,901, +0,25 < 0,9%5+0,25, 800t Mo = Hpeo <
4,75 < 5.

Onadonc: tyyg = Uy <50 encadrement est vrai au rang (1 + 1),
Lencadrement est vrai au rang 0 et s'il est vrai au rang n, il I'est aussi au rang n+1:
d'apres le principe de récurrence : pour tout entier naturel n, wy, = type <5.

La premiére partie du résultat précédent montre que la suite (1y) est croissante
et la deuxiéme que cette suite est majorée par 5 : elle est donc convergente vers
une limite £ < 5.

Recopier et compléter le script écrit en langage Python suivant de maniére 4 dé-
terminer au bout de combien de périodes de trente minutes le médicament com-
mence a étre réellement efficace.

def efficace():
u=1
n=0
while u < 1.8
u=0.9+u+0 .25
n = n+l
return n

Le script renvoie n = 8,car ug = 1,854 = 1,8,
Le médicament est réellement efficace aprés 4 heures.

Onadone vy =2,5—lge1 = Uy =2,5— Ve =0,90, + 0,25,

Orvy=25-u, = uy=25-1,;'égalité précédente devient donc :

25-1pe =0,92,5—- 1y +0,25 = 2, 5-1Vy1 =2,25-09v,+0,25 = vy =

0,9v, : cette égalité montre que la suite (1) est une suite géométrique de raison

0,9 de premier terme vy =2,5-up=2,5-1=1,5.

On sait que quel que soit R ™, , vy = vg = 0,97, s0it v, = 1,5 % 0,97, d'ol puisque

lp=2,5-1Uy:

Quel que soit ne M, u, =2,5-1,5=0,9".

On sait que quel que soit neM, 0,9" <1, car-1<0,9<1, et ;:E'Pmﬂ'gu =0, donc
lim u,=2,5<3.

M=o

Conclusion : & aucun moment le traitement ne sera dangereux pour le patient.



Partie B : modéle continu de la gquantité médicamenteuse

1.

flr)=2,5-1,5e""%"
3

. 45 Th
Fh4smin=3+—=34+—=34+—=3+4+0,75=3,75.
64) 4 100

Onadone f(3,75)=2,5-1,5e "™ =2 51 5xe "™ 21,791 < 1,8. Le traitement
n'est pas efficace au bout de 3 h 45 min.

Il faut trouver ¢ tel que fir) = 1,8, soit

25-1,5e 721,88 = 0,7=1,5 " = Ii = e "' soit par croissance du loga-
rithme :

In& = -0,2t == -5In+& < -5x(-0,21) car -5 < 0, soit enfin 1 = -5In .

Or -5In ﬁ =3,8107 s0it 3 het 0,8107 = 60 = 48, 64 min soit environ 3 h 49 min.

Ce temps est inférieur a celui de la question 4. b. La perfusion est donc plus rapidement
efficace.



