cnapire 10 Primitives- Equations différentielles

I.Primitives d’une fonction

1) Equation différentielle

La description de nombreux phénomenes physiques peut étre modélisée par une relation entre une
fonction g et sa dérivée g’ : rechercher une fonction g revient a résoudre une équation différentielle.

Définition :
Soit /" une fonction définie sur un intervalle I de R .
On dit que la fonction g est une solution de I’équation différentielle y’ = f sur |
si et seulement si g est dérivable sur I et, pour tout réel x de I, g’(x) =f(x)

Exemple :  Soit I’équation différentielle y* = 3x2, pour x élément de R.
La fonction g telle que g(x) = x> est dérivable sur IR et, pour tout réel x , g’(x) = 3x*
Donc g est une solution sur IR de I’équation y’ = 3x2.

2) Définitions et propriétés

a) Primitive d'une fonction f:
f est une fonction définie sur un intervalle I de R .
Dire que F est une primitive de f'sur l'intervalle I signifie que / est dérivable sur I
etque F'=f sur .

b) Propriétés :
f est une fonction définie sur un intervalle I de R et F’ est une primitive de f sur L.
» Les fonctions G définies sur I par G(x) = F(x) + ¢ avec ¢ €IR constituent I'ensemble de
toutes les primitives de f sur L.
» Parmi toutes les primitives de f sur I, il en existe une seule telle que G(xo) = yo
avec xo un réel donné de l'intervalle I et yo un réel donné.

Démonstration :

Si G(x)=F(x) +c pourx € I alors G'(x) = F'(x) =f(x) donc G est une primitive de f sur L.

Réciproquement, si G est une primitive de f sur I alors pour tout x de I, G'(x) = f(x).

Or F est une primitive de f sur [ donc F''(x) = f(x) pour tout x de L.
Donc pour tout x de I, (G — F)'(x) =0 donc la fonction G — F est une fonction constante sur I.
I1 existe donc un réel c tel que, pour tout x de I, G(x) — F(x)=c donc G(x) = F(x) +c.

G(x0) = yo peut s'écrire F(xo) + ¢ =yo donc ¢ =yo— F(xo). On a donc G(x) = F(x) + yo — F(xo).
Le nombre yo — F(xo) étant fixé, la fonction G est alors unique.

» Toute fonction continue sur un intervalle I de R admet des primitives sur IR.




I1 .Recherche des primitives d’une fonction :

1) Fonctions usuelles :

Ce tableau s'obtient par lecture inverse du tableau des dérivées.

a pour dérivée

Fonction f Intervalle de définition Primitive F
fx)=a R Fx)=ax+C, Ce R
fx)=x R F(x)Z%x“rC, CeR
f0)=x R F)=32+C, CeR
n _L n+1
f(x)=x"nelN ,n>1 R F(x)—n+1x+ +C, CeR
_1 = =_1
S =3 R=R\{0} Fax)=--+C, CeR
_1 r __
J)=m nelN, n>1 R=R\ {0} F@=- e tC. CeR
fx) =[x [ 0;+o] F(x)%x\/hc, CeR
1
xX)=—"7= = +
A e 101t o F(x)=2+x +C , CeR
fix)=cosx R F(x)=sinx +C , Ce R
fix)=sinx R F(x)=—cosx +C , CeR
R
fix)=¢* Fx)=e¢+C , CeR

f(x)Z% R\{0} ]10;+o[ |Fx)=Inx+C , CeR




2) Primitive de la somme de deux fonctions :

Si F est une primitive de f, si G est une primitive de g alors F + G est une primitive de '+ g.

Exemple : Soit h la fonction définies sur R par h(x) =x? + 2x . Déterminer les primitives H de h sur R .

h(x) = f(x) + g(x) avec f(x)=x> et g(x)=2x
H(x) = F(x) + G(x) avec F(x)= %x3 +C; ,CieR et G(x)=x*+C,,Ce R.

H(x)=%x3 +x*+C,CeR.

3) Primitive du produit d'une fonction par un réel :

Si F estune primitive de f sur I alors k F est une primitive de kf sur I avec k €R.

Exemple : Trouver les primitives de la fonction g définie sur R par g(x) =9 x°.

g(x) =9 x f(x) avec f(x)=x° F(x)=%x6+C1 , CieR.

G =9 F()=9x (5 +C1)=3x+C , CeR.

4) Primitive d'un produit de la forme u' x u® avec u une fonction dérivable non nulle et n eZ :

» Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I , si n est un nombre naturel ,

alors les primitives de u' x u"® sont données par xu"*1 +C,CelR.

n+1

» Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, si n est un nombre naturel , n # 1,

N u' . -1
alors les primitives de —, sont données par ————_ .7
u (n—-1)xu"-

+C,CelR.

ul

N . N 1
En particulier, sin=2, les primitives de o sont — . +C ,CelR.

Exemples :
a) Soit f la fonction définie sur R par f (x) = 2x (x*>+ 1 )? . Trouver les primitives F de f sur R .

On remarque que f se présente comme un produit de deux fonctions.
Posons u(x)=x*+1 alors u'(x) =2x. On aalors f(x)=1u'(x) x u?(x).

Donc F(x)=%u3(x)+C ,CeR. F(x)=%(x2+1)3+C, CelR.

6x° .
5. Trouver les primitives F' de f sur R .

b) Soit f* la fonction définie sur R par f'(x) = m

On remarque que f se présente comme un quotient de deux fonctions.

Posons u(x) =2x>—4 alors u'(x)=6x% Onaalors f(x)= 111145(%
1 1

Donc F(x)zvaC ,CeR. F(x)=4(2x§—_4)4+c, CeR.



¢) Soitf la fonction définie sur R par f(x) = cos xx ( sin x )7 . Trouver les primitives F de f sur R.

On remarque que [ se présente comme un produit de deux fonctions.
Posons u(x) =sinx alors u'(x) =cosx. Onaalors f(x)=u'(x) x u’(x).

Donc F(x)=éu8(x)+C ,CeR. F(x)=%(sinx ¥+C, CeR.

sin x

d) Soitf la fonction définie sur R par f(x) = Trouver les primitives F de f sur R.

(cosx)*”
On remarque que f se présente comme un quotient de deux fonctions.
Posons u(x) =cosx alors u'(x)=—sinx. Onaalors f(x)=— %)L
Donc F(¥)=—-=—=1—+C , CeR. F()=————+C, CeR.

3 ud(x) 3(cosx)?

5) Tableau récapitulatif :

On suppose que f, g, h et u sont des fonctions définies et dérivables sur un intervalle I de IR.

Fonction f Primitive F
f(x)=ax g(x) + b x h(x) avec a,b réels F(x)=ax G(x) +bxHx) +C, CeR
F(x)=u'(x) x u"(x) avecn elN Fx)=—zu™l(x)+C, CeR
f()—%l(l)avecu(x);ﬁoetnentier,nzz F(x)zm +C, CeR
Sx)= Q avec u(x) # 0 F(x)=In(ux))+C, CeR
f(x):\/Tx) avec u(x) >0 F(x)=2+fu(x) +C, CeR
£ () =u'(x) x cos (u(x) ) F(x)=sin (u(x))+C,C e R
£(x)=u'(x) x sin (u(x)) F(x)=—cos (u(x))+C,C e R
f@) =u'(x) x e F(x)=e'@+C, CeR




