FICHE DE REVISIONS 2 Fonctions exponentielle
Temps : environ lh par exercice

Exercice 1 :

Partie A

Soit p la fonction définie sur l'intervalle [-3 ; 4] par:

plx) = ©-32+5x+1
1. Déterminer les variations de la fonction p sur I'intervalle [-3; 4].

2. Justifier que I'équation p(x) = 0 admet dans l'intervalle [-3 ; 4] une unique solution qui sera
notée a.

3. Déterminer une valeur approchée du réel a au dixiéme pres.
4. Donner le tableau de signes de la fonction p sur l'intervalle [-3; 4].

Partie B
Soit [ la fonction définie sur l'intervalle [-3 ; 4] par:

X

S 1+ x2

On note €r sa courbe représentative dans un repere orthogonal.

1. a. Déterminer la dérivée de la fonction f sur l'intervalle [-3 ; 4].
b. Justifier que la courbe €r admet une tangente horizontale au point d'abscisse 1.

2. Lesconcepteurs d'un toboggan utilisent la courbe ¢’y comme profil d'un toboggan. [ls estiment
que le toboggan assure de bonnes sensations si le profil posséde au moins deux points d’'in-
flexion.
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Représentation de la courbe €¢ Vue de profil du toboggan

a. D'apres le graphique ci-dessus, le toboggan semble-t-il assurer de bonnes sensations?
Argumenter.

b. On admet que la fonction f”, dérivée seconde de la fonction f, a pour expression pour
tout réel x de l'intervalle [-3; 4] :

£ = p(x)(x—1)e*
(1+x2)°

ol p est la fonction définie dans la partie A.

En utilisant 'expression précédente de [, répondre a la question : « le toboggan assure-
t-il de bonnes sensations? ». Justifier.



Exercice 2 :

On considére la fonction f définie sur R par:

6

F)=T5e=

On areprésenté sur le schéma ci-dessous la courbe représentative € de la fonction f.

A %I

[

. Montrer que le point A de coordonnées (In5 ; 3) appartient a la courbe €.

]

. Montrer que la droite d'équation y = 6 est une asymptote a la courbe €.

a. Onadmet que f est dérivable sur R et on note [’ sa fonction dérivée. Montrer
que pour toutréel x,ona:

o

- 30e*
 (1+5e—%)%

o

b. En déduire le tableau de variations complet de f sur R.

'S

. On admet que:

« [ est deux fois dérivable sur R, on note " sa dérivée seconde;

* pour toutréel x,
~30e " (5e™-1)

(14+5e—x)3

f” (x)

a. Etudier la convexité de f sur R. On montrera en particulier que la courbe ¢ f
admet un point d’inflexion.

b. Justifier que pour toutréel x appartenanta] —oo; In5],ona: f(x) = g.r +1.



Exercice 3 :

On considere la fonction f définie sur ]0; +oo[ par

flx) = x% - xIn(x).

On admet que f est deux fois dérivable sur |0 ; +ool.
On note f' la fonction dérivée de la fonction f et '’ la fonction dérivée de la fonction f'.

Partie A : Etude de la fonction f

5.

Déterminer les limites de la fonction f en 0 et en +oc.
Pour tout réel x strictement positif, calculer f’(x).

Montrer que pour tout réel x strictement positif :

2x-1
fff(x)z X )

X

Etudier les variations de la fonction f’ sur ]0 ; +oo[, puis dresser le tableau des
variations de la fonction f sur |0 ; +ool.

On veillera a faire apparaitre la valeur exacte de I'extremum de la fonction f’ sur
10; +ool.

Les limites de la fonction f' aux bornes de I'intervalle de définition ne sont pas
attendues.

Montrer que la fonction f est strictement croissante sur |0 ; +ool.

Partie B : Etude d'une fonction auxiliaire pour la résolution de I'équation f(x) = x

On considére dans cette partie la fonction g définie sur |0 ; +ool par

g(x) = x—In(x).

On admet que la fonction g est dérivable sur ]0; +oo[, on note g’ sa dérivée.

1. Pour tout réel strictement positif, calculer g’(x), puis dresser le tableau des varia-

tions de la fonction g.

Les limites de la fonction g aux bornes de l'intervalle de définition ne sont pas
attendues.

2. On admet que 1 est I'unique solution de I'équation g(x) = 1.

Résoudre, sur l'intervalle ]0 ; +oo|, I'équation f(x) = x.

Partie C : Etude d'une suite récurrente

On consideére la suite (u,,) définie par iy = 3 et pour tout entier naturel n,

2
Up+l = f[un} =Up— Uy In (uy,).

1. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n :

SuUpsupn s L

b | =

2. Justifier que la suite (u,) converge.

On appelle ¢ la limite de la suite (u,) et on admet que £ vérifie I'égalité f(£) = ¢.

3. Déterminer la valeur de £.



Correction

Exercice 1 :
Partie A

1. Lafonction p est continue et dérivable sur [-3; 4].
Vxe[-3;4], p'(x)=3x"—6x+5
Ce trindme du second degré n'admet aucune racine (A = -24 <0) donc Vx e [-3; 4], p’{x} = 0.
Donc la fonction p est strictement croissante sur [-3 ; 4].

2. p(=3)=—-68et p(4) =37
La fonction p est continue et strictement croissante sur [-3 ; 4] & valeurs dans [-68 ; 37]. Or
0 € [-68 ; 37], donc d’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation
p(x) =0 admet une unique solution, notée a, dans l'intervalle [-3 ; 4].

3. Ala calculatrice, a = -0, 2.

4. D'aprés les variations de la fonction p, et en utilisant le résultat précédent, on peut établir le
tableau de signe de la fonction p sur [-3; 4] :

X -3 x 4

plx) - 0 +

Partie B

1. a. Lafonction f est continue et dérivable sur [-3; 4] (car Yx e [-3; 4], 1 +x2 # 0).
e¥ x (1+x2)—e" x2x _ e (x2-2x+1) _ (x—1)2%e"

Y -3:4], Mx)= = =
xe| I, f(x) [1+x2}2 1+2)2 12

(x—1)2e*
(1+%)%

e
Et f(1) = > Donc au point d'abscisse 1, €'y admet une tangente horizontale d’équation

b. f(x)=0 < =0 = (x-1)’e" = x-1)? = x-1=0 <= x=1.

e
¥= >
2. a. Avecla précision permise par le graphique, on peut voir que la fonction f est:
* convexe sur [—3; 0];
* concave sur [0; 1];
= convexe sur [1; 4].
Donc %Jr admet deux points d'inflexion, aux abscisses x=0etx=1.

Le toboggan semble donc assurer de bonnes sensations.



(x)(x—-1)e*

(1 +12]3

Recherchons les points d'inflexion, c’'est-a-dire les valeurs de x € [-3 ; 4] pour lesquelles
f"(x) s'annule et change de signe.

b. Vxe(-3;4]: f(x) =&

Vxe[-3;4](1+ x2]3 >0 et e* >0 donc f"(x) ale méme signe que p(x)(x—1).
On construit alors le tableau de signe suivant :

x |-3 ¥ 1 4
plx) - 0 + +
x-1 - - 0 +
f"x) + 0 - 0 +

La fonction f" s'annule et change de signe en x = @ et x = 1. Donc € admet deux points
d'inflexion. Le toboggan assure donc de bonnes sensations.

Exercice 2 :

Partie A

On considére la fonction f définie sur R par: f(x) =

145e~*

1. Ona f(In5) =

1+5e-In5"
Ore_'"f’:;:l,duncﬂlrﬁ]:L:E:S.DUHCA[IHS;S)E%},
elns 5 145x4 2

5
X

2. Onsaitque lim e *=0,donc lim 1+5e *=1let lim f(x)=6.
X—+0o0 X—+o0 X—+00

Donc la droite d"équation y = 6 est asymptote horizontale 4 €y en +oo.



(1+5e Y9 Gx5x(-1)e * 30e*

(1+5e=%)2  (1+5e-x)*  (1+5e%)?

b. On sait que quel que soit xel, 30e *>0et(1+5e _“12 > 0; donc f'(x) > 0sur
R : la fonction f est croissante (strictement) sur R..

3. a. Pourtoutréel: f'(x) =-6x

D’autre part lim e " =+oo,donc lim 1+4+5e * =+ooet lim f(x)=0.
X——0D0 X——00 K——OD

Donc I'axe des abscisses est asymptote a la courbe €y en —co.

6 6
Enfin f(0) = ———— = - =1:d'ol le tableau de variation :
1+5=x1 6
X —00 0 Inb +00
fl(x) + + +

’/_‘_,_-)6
fx) l——-""_/j
0/_‘_,‘

4, a. Comme 30e *>0,14+5e *>0etdonc (1+5e %)% >0, le signe de f"(x) est
celuidese ™" -1

1 1
e Se f—l=0 < Hhe =] < e_I:g:}—x:lnE = —x=-Inh <

x=In5;

s 5e " -1>0=x>In5;

s 57 -1<0=x<Inb.

Conclusion : f est convexe sur l'intervalle | — oo ; In5[, concave sur |In5 ; +oof
et a en Inb un point d'inflexion car la dérivée seconde change de signe en ce
point : il s'agit du point A.
b. Une équation de la tangente Ty 2 % au point d'abscisse 0 est :
M(x; YTy = y— f(0)= f(0)(x—0).
30e? 30 5

Onavuque f(0)=1let f[(0)=——————=—=—,
aue f ! (1+5e0)* 36 6

5 5
Donc M(x; )Ty y—]:E(x—O] — y:Ex+l.

Or onavu que sur l'intervalle | —oo; In5[, la fonction f est convexe et par consé-
quent que sa courbe représentative % est au dessus de toutes ses tangentes me-
nées en un point de l'intervalle | — oo ; In5[, donc en particulier au dessus de la
tangente T en x =0, donc numériquement :

5
flx) = EI+ 1 sur]—-oo;Ins[.



Exercice 3 :
Partie A :

1. « Limiteen 0:
limﬁ x% = 0 et, d’apres la propriété des croissances comparées : lirr[|i xln(x)=0
X— X—

Par limite de la somme, on adonc: lim x2 - xIn(x) =0
x—0

« Limite en +oo:

flx) = x2 — xIn(x) = x2 [] —M]

X

. ., . In(x) . ) In(x)
Par croissances comparées lim =0 donc, par limite de la somme, lim |1-——|=1
X—+0a X X—+ X

In(x
De plus lim 2= +o00, donc, par limite du produit, lim 12 [1 - L] =400
X—+00 x—+00 X

1
2. Pour tout réel x strictement positif, ona: f'(x) =2x -1 xIn(x) —xx — =2x—1—In(x).

x
1 x 1 2x-1
3. Pour tout réel x strictement positif, ona: f'(x)=2-0-—=—-—= .
X x x x
4. Déterminons le signede 2x—1:
2x-1>0 < 2x>1
1
— X>—
2
Limage pertinente est : (les limites aux bornes ne sont pas attendues)
f 1 —2><l 1-In 1 =1-1+In(2) =In(2)
2] T2 2] N
On adonc:
1
X 0 - +0o
2
signe de 2x -1 - 0
signe de x 0 + '
signe de f"(x) - 0 +
variations de f’ \ /
In(2)

5. Le minimum de la fonction f' sur 10 ; +oof est donc In(2) qui est strictement positif, donce, sur
10; +o0l, ff(x] > 0 et dongc, la fonction f est strictement croissante sur |0 ; 4+ool.



Partie B :

. .. 1 x-1
1. Pour tout réel x strictement positif, ona: g'(x} =l-—=—.
X X

Déterminons le signede x—1:
x=-1>0 = x>1

L'image pertinente est : (les limites aux bornes ne sont pas attendues)

gl)=1-In(1)=1-0=1

X 0 1 +00
signe de x — 1 - 0
signe de x 0 + :
signe de g'(x) - 0 +

variations de g

On adonc:

2. f{x}:xcsz:xz—xln(x]
mﬂ:xz—x—xln(x]
— 0=x(x—-1-In(x))
— 0=x-1-In(x) carx>0 doncx#0
— 1=x-Inix)
— 1=g(x)
— x=1

L'équation f(x) = x admet une unique solution sur |0 ; +ool, cette solution est x = 1.

PartieC:
1
1. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, E LUy = Upe) = 1.
o i 1 2 1 1Y 1 In(@)
Initialisation : Calculons wy. 1y = flug) = f E = 7 —z E 4— _— =0,597.

1

On constate que 'inégalité est vraie pour n =0, on a bien: >

Sup<uy <1

Hérédité : Soit n € I, tel que % LUy = g = 1.
Montrons que l'inégalité est vraie au rang suivant :
Par hypothese de récurrenceona:
Uy S Uy 1= [ ( ] ) < fltner) < £1)
car [ eststrictement croissante sur 0 ; +oof
== f(i] S lUpsl = Upgp =1
car [ estla fonction de récurrence de la suite ()

= T = Uprl S Ups2 s 1

o | =

1 1
car f|=| =0,60> —
2 2



Ceci montre que les inégalités sont vraies au rang n + 1.
Conclusion : Les inégalités sont vraies au rang 0, et si elle sont vraies au rang n naturel, elles

sont vraies au rang suivant n + 1, dongc, en vertu du principe de récurrence, on a:

1
Ynel, 3 LUy < Uy = 1.
On a notamment :

* Ynel, u,<iy.. Lasuite (u,)estdonccroissante.

1 1
» Yrel, z = up= 1. Lasuite (u,) est donc bornée par E etl.

La suite étant croissante et majorée, on en déduit qu'elle est convergente, vers une limite £
. 1
vérifiant — < £ <1
2
La suite (u,,) est une suite convergente, définie par récurrence par la relation ;) = f(u,), ol

la fonction f est continue (car dérivable) sur |0 ; +oo, intervalle qui contient la limite ¢ de la
suite.

D’apreés le théoréme « du point fixe », on en déduit que la limite ne peut étre qu'une solution de
I'équation f(x) = x dans l'intervalle |0 ; +ocol.

D'aprés la question 2. de la Partie B, cette équation n'a qu'une solution dans U'intervalle |0; +oo[:
1.

La suite (u,,) converge donc vers £ = 1.



