chapitre 9 Produit scalaire et ses applications

I. Produit scalaire de deux vecteurs :

1) Définitions :

Soit u et v deux vecteurs nonnulstelsque u =ABet v =AC
» lere définition
On appelle produit scalaire des vecteurs u et v le nombre réel obtenu en effectuant le
produit des normes des deux vecteurs par le cosinus de I’angle formé par ces deux vecteurs.

—

Onnotera: U . V = || U ||x|| V| xcos (U, V)

—

Exemple : || T||:5;|| T||:3;( u,v)=

T,y = z_15
i U. v =5x3xc0s7 = 2\/5.

e

Attention : Si U ou v est le vecteur nul, on définit u. v = 0

n° 29 page 243

On considére un carré b 2 C
ABCD de centre O et de
coté c. Calculer les produits
scalaires suivants.

0

1. AB-AC 5. DB-AB

2. AB-AO 6. OA-AC

3. AB-CD 7. DB-OC o B
4 BC-AD

AB.AC =|| AB ||x || AC]| x cos (AB , AC) = AB x AC x cos (AB, AC)

AB=c ;

D'apres le théoreme de Pythagore, dans le triangle ABC rectangle en B, on a:
AC2=AB2+BC2=c2+¢2=2c2 donc AC =+/2c2=+/2 x~[c2=+[2x ¢C

Dans un carré, les diagonales sont les bissectrices des angles droits donc (AB, AC) = %

Donc AB.AC = AB x AC x cos (AB, AC) = ¢ x \/ExCxcos(%):\/Eclezé:cz
AB.AC =|| AB ||x || AQ|| x cos (AB, AC) = AB x AO x cos (AB , AO)

AB=c ;

Dans un carré, les diagonales se coupent en leur milieu donc O est le milieu de [ AC]

donc AO:ATC: 32Q><c

Donc AB.AC = AB x AO x cos (AB , AC) =c¢ x 5ZQ><C><cos(§):lzéc2x32@:%c2

AB.CD =|| AB ||x || CD|| x cos (AB,CD) = AB x CD x cos (AB, CD)
=cxcxcos(m)
=cx(-1)
=_c2




» 2eme définition
On appelle produit scalaire des vecteurs u et v le nombre réel défini par:

AB x AH si AB et AC sont colinéaires de méme sens
- AB x AH si AB et AC sont colinéaires de sens contraire

ou H est le projeté orthogonal de C sur la droite (AB).

W.V:m’.mf:{

ABAC = AB.AH AB.AC — AB.AH
ABx AH AB = AH

si H est swr la demi-drore [AB) si H n'est pas swr la demi-droite [AB) l

Exemple : Calculer AB". AC.

AB.AC =AB.AH =- AB xAH =-6x3=-18

> 3éme définition

Dans un repére orthonormé (O, i, j ), u'(x;y) et v (x;y)
u . Vv =xx+yy'

Exemple: u'(2;4) et v'(-3;3)

—

U . v =2x(-3)+4x3=6

2) Propriétés (regles de calculs logiques)

—

u , v , w sontdesvecteurs: a et b sont des réels.

e

e U.V =V. U
e U.(V+W)=UuU.V+uUu.W
e a(u.v)=(au). v=ou.(av)

—

e (au’).(bv)=(ab) u'. v



3) Produit scalaire et normes :
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Dayl w VP =(uEv) (U V)

—_— ——> —_— ——> —_— ——> —_ ——>

=u.u+u.v-+v.u+v.yv

=ufE s u v v VP

= ulP A2 v VP
b) || u'+ VP = uTlP +2u v | v
| u+ v Pl u P =l vIP=2u.Vv’
donc | U’ ——( U+ V2 - | u -1 vI?)

—

)| u'= VP =(u=v)(u=- V)

—

= uU.U-U.V-VvV.u+v.v

= ullP - u v v ] VP
=l Ut 2wl v VP
Fu' = Vo=l ut P - 2ul v v
R I G (N TR

donc T-T’:% (Tl + 1Vl =1 T =R )

b)[| u+ VI[P =] uT[P +2u v+ VP
[ u = v P=llufP —2u v+ VP
donc || U+ V|P—| U= V' |P=4 UV

done [, v =g(ll TR~ || T-VR)

U+ v = AB+AC=AB+BD=AD

u-v =AB- AC=AB+CA=CA+AB=CB

2

Remarque : U . U =|| T|[?= U™ . C'estle carré scalaire de u~



4) Signe d’un produit scalaire :

Le produit scalaire étant un nombre réel , il peut étre négatif, positif ou nul.

a) Produit scalaire nul :

U'. v=0< ||[u]l=0 ou || V]=0 oucos(u,v)=0

uU'=0 ou Vv =0 ou u’'et v sontorthogonaux.

Propriété : Deux vecteurs non nuls U et v sont orthogonaux
—_— —_— — 0 . —_—

T, Onnotera U Vv

b) Produit scalaire et projections

Si A, B, C et D sont quatre points non alignés du plan
Si H et K sont les projetés respectifs de C et D sur (AB)

7

Alors AB.CD =AB . HK :

>
I = —— -
w
= |----

c) Applications :
##Démontrer qu'un triangle est rectangle :
Dans un repére orthonormé ona:A(-2;-3) ; B(1;1) ; C(-3;-1) ;

D(-4;2);E(-1;-3)et F(2;-1)
Les triangles ABC et FDE sont-ils rectangles respectivement en C et en E ?

cx( %)) cB(3) cA.cB=4-4=0 donc CA LCB

donc ABC est rectangle en C.

e0( ) eF(3) ED EF=-9+10=10

donc EFG n'est pas rectangle en E.

##Calculer la mesure d'un angle :
Dans un repére orthonormé ona:A(-1;2) ; B(-3;1) ; C(1;-3)
Calculer une valeur approchée de la mesure de I'angle BAC en radians a 0,01 pres.
—2) (2) {KH.KC:—4+5:1
m(—l AC s AB . AC =[5 x1[29 x cos BAC
donc cos BAC = L donc BAC ~1,49 rad.
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5) Egalités remarguables :
(T+V)2=uz+2 0. v+ vz soit | o+ vie=||Tlp+270. V| VI
(U -V)2=U2-2T0 . V+ V2 soit || U= VI=|| Wl -2 . vV +| VIp

(T+ V). (T-V)=T? V2 soit (T+ V). (T=v)=|| Tl -|| VI




1. Vecteur normal

1. Géneralites
Définition :
On se place dans un repéere orthonorme.
On appelle vecteur normal na une droite tout vecteur non nul orthogonal
a un vecteur directeur u ‘'de la droite.

e

sl

: -//’/ i 2

r/‘

=

AN, >
o X ol

Pt

S5

-

Propriété : Deux droites du plan sont perpendiculaires si et seulement si
un vecteur normal de I’une est orthogonal a un vecteur normal de I’autre.

2. Equation cartésienne d’une droite

Propriété
Soita et b deux réels non nuls simultanément.

: _.(a . .

» Toute droite de vecteur normal (b) admet une équation de la forme ax+by+c=0
. , : _.(a

» Toute droite d'équation ax + by + ¢ = 0 admet pour vecteur normal n (b)

. _,(-b
et pour vecteur directeur u ( a )

Exemple :  Déterminer [’équation de la droite qui passe par A(-2 ; 4)
et qui a pour vecteur normal n~ (4 ;7)

. —.(4 ) .
Toute droite de vecteur normal n (7) admet une équation de laforme 4x + 7y +¢c =0

Or A(-2 ; 4) est sur la droite donc 4xa + 7ya+ ¢ =0 4%(-2) +7x4 + ¢ =0 donc ¢ =-20
Cette droite a pour équation 4x + 7y - 20 =0

Remarque : L'ensemble des points M du plan telsque n° . AM =0
est la droite passant par A et ayant n~ comme vecteur normal.

M

]



I11. Applications du produit scalaire | }%d&

1. Equation de cercle ‘}: P 9o + P réci.m\ﬂ';

Théoréme :

Soit () lecercledecentre Q(a;b) etdera
Une équationde (7)) est| (x—a)>+(y—-b)2=r?

Propriété :

Caha

—_—

e+ by e <0 Cockesi
—

Le cercle de diamétre [AB] est I'ensemble des points M du plan tels que MA . MB =0

Explication : si M est un point du cercle de diamétre [AB] alors ABM est un triangle rectangle en M

2. Médiane et centre de gravité

donc (MA) et (MB) sont perpendiculaires

&

Definitions:

» Une médiane dans un triangle, est une droite qui passe par un sommet
et par le milieu du c6té oppose.

> Dans un triangle ABC, les trois médianes sont concourantes en un point G
appelé le centre de gravité du triangle et vérifiant GA + GB +GC =0

3. Le théoreme de la médiane :

Soit A et B deux points distincts du plan et | le milieu de [AB].
Quel que soit le point M du planon a:

MAZ? + MB2 = 2 MI2 + ——

Démonstration :

MA? + MB2

AB2

2

MA2? + MB2

(MA.MA)+(MB.MB)

(MI'+ TA"). (MT+ TA" )+ (MT+1B") . (MI'+1B") Relation de Chasles
MI2+ 2MI.TA” +1A2+ MI2+2 MI'. TB" +IB?

2MI2+1A2+IB2+ 2MT .(TA” + 1B") TA"+1B =0 car | milieu de [AB]

2MI2Z+ 1A2+IB2+2MTI. 0 IA=IB=§AB

[EEN

2 MI2 + (%AB )2 +(%AB 2+ 2MI. 0"
2 MI2 +%ABZ+%ABZ+O MI. 0" =0

2 MI2+%AB2



Quel que soit le point M du planon a:
MAZ2 - MB2 =2 MT .BA

Démonstration :
MAZz — MB? MA? - MB?

(MI'+ TA’). (MI'+ TA") = (MI'+1B"). (MI' +1B") Relation de Chasles

MI2Z+ 2MI . TA +1A2— (MI2+2 MI. 1B’ +1B?)

IA2—1B2+2MTI (A’ = 1B") Or TA'—1B"= TA+ BI'= BI'+ IA’= BA

= 2MI'.BA et IA=1B car | milieu de [AB]

Quel que soit le point M du planon a:

MA .IVIBZMIZ—%AB2

Démonstration :

MA .MB = (MI'+ TA") . (Ml +1B’)

7 T2 . TR

MIz+ MT.TA" + MI'.TB + TA". 1B’
=MI2+ MI' (1A +W)+(—%ﬁ).( %@’)

1
= 2_ = 2
Ml 4AB



