LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

I. Définition et conséquences :

1) Définition :
On connait le tableau de variations de la fonction exponentielle.

X — o0 o + oo

signe de ¢* +

+ o0
variations de e* /a/
0

Soit a un réel strictement positif.
On sait que la fonction exponentielle est continue et strictement croissante sur IR.
lim e*=0 ; lim e =+ et ae ]0;+o].

X — -0 X —> too

donc d'apres le théoréeme de la valeur intermédiaire, il existe un unique réel a tel que e*=a.

Ceréel a sera appelé logarithme népérien de a.
Conclusion: e*=a avec a>0 < x =Ina.

Exemples: e'=1 < x=In(1) Or =1 donc x=In(1)=0
e'=e < x=In(e) Or e=e¢' donc x=In(e)=1

2) Conséquences algébriques :

e=a avec a>0 < x =Ina donc e"?=a et x=Ine*

On en déduit que :
e/ =x pour toutx>0 et In(e*)=x pour toutréel x.

Exemple : 1) Résoudre dans R e®3*=8.

=8 < 6-3x=In8 < —3x=In8-6 <:>x=—%(ln8—6)

Sz{—%(lnS - 6)}

2) Résoudre dans R e* *7 =—5
e®*7>0 sur R donc pas de solution S = .

3) Résoudre dans R e*—3e*+1>0
Posons X=¢* onaalors X*?-3X+1>0

_ _ _3-14/5 _3++/5
A=9-4=5 X1 = 5 et Xz 5
— +
ex1=325 ot ex2=325
— +
)m—ln(3 > 5) et xZ=1n(m
X — 0 X1 X2 +
signe de + — 0 +
e -3¢ +1 signe de a signe de —a signe de a
Donc S=]—-o; ln( [U] ln( j +oo
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I1. Etude de la fonction In:

1) Définition de la fonction logarithme népérien :

On appelle fonction logarithme népérien la fonction f définie sur ]| 0 ; + oo |
a valeurs dans R, telle que f{x)=Inx.

2) Dérivabilité et continuité de la fonction In:
La fonction In est dérivable sur | 0 5 + oo [.
Toute fonction dérivable étant continue, la fonction In sera continue sur | 0 ; + oo [.

De plus x=e™ pour x>0 donc (x)'=(e"*) donc 1=(Inx) e"* donc 1=(Inx) xx

donc(lnx)'=)% pour x>0 .

3) Sens de variation :

(lnx)'zi pour x>0 donc (Inx) >0

donc la fonction In est strictement croissante sur | 0 ; + oo [.

X 0 + o0

(In(x))' = xl +

variations de / + o
la fonction In

— o0

4) Limites de la fonction In:

a) lir?w In(x) = + oo ( admise ) b) lm‘l In(x) =—o (admise )

c) an01 xIn(x)=0

Démonstration : Pour tout x > 0, on pose X =In(x) donc x=¢*.
Quand x tend vers 0°, X tend vers — oo,
lim x In(x) = lim Xe* =0.
x— 0" X— —0

d) lim Int) _ 0 et lim Mﬁﬁ) =0 pour n entier naturel, n> 0
Xx—>+o X X—>+o X

Démonstration : Pour tout x> 0, on pose X =In(x) donc x =e*.
Quand x tend vers + oo, X tend vers + oo.

. In(x) . X .
lim = lim 5= limXe¥* =0.
X—>to X X—>+too € X—> tow

5) Signe de la fonction In :

X 0 1 + o0 La fonction In est strictement croissante

sur | 0; + oo [ ets'annule pour x =1
In () donc

) Inx)<0 ©xe]0;1]
Slﬁﬁi)de - 0 + Inx)=0 &x=1
Inx)>0 ©xe|1;+x]|
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6) Conséquences graphiques :
a) Dans un repére orthonormal, la courbe de la fonction In et celle de la fonction exp sont
symétriques par rapport a la droite d'équation y = x ( la premiére diagonale ).

en
o

b) On sait que an(} In(x) = — o donc la droite d'équation x =0 ( axe des ordonnées )

est une asymptote verticale a la courbe de la fonction In .

¢) fix)=Inx ;f'(x)Z% et f"()c)Z—xL2 donc f"(x)<Osur ]0;+oo[

donc f est concave sur ]| 0 ; + oo [ . La fonction logarithme népérien est concave sur | 0 ; + oo [.

II1. Relations fonctionnelles de la fonction In:

Elles découlent des propriétés de la fonction exponentielle.

1) Pourtouta>0et b>0 In(ab)=Ina+Inb.

Posons A=In(ab). e*=ab. PosonsB=Ina+Inb eB=eMmatinb=glnay glb_ g
Donc e*=e® donc A=B.

2) Pour touta>0 ln(§)=—lna.

ivaI donc 1n(é><a)=lnl=0 donc lni+lna=0 donc ln(i)Z—lna.

3) Pour touta>0eth>0 ln(%)=lna—lnb

ln(%)=ln(ax%)= lna+ln(%)=lna—lnb.
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4) Pour tout a> 0 et n entier relatif, In(a")=nlna.

Sin=2 a?=axa donc In(a?)=Ina+Ina=2Ina
Sin=3 a’=a?xa donc In(a’)=Ina?+Ina=2Ina+Ilna=3Ina ...
Pour n €N, on fait une récurrence : (P,) : In( a" ) =n In(a)
Initialisation : n=0 In(a’)=1In(1)=0=0x In(a) donc (Po) est vraie.
Hérédité : Soit un entier naturel k tel que Py est vraie cad que In( a*) =k In(a)
Démontrons qu'alors la propriété est vraie au rang k + 1.
In( a! ) =In( a*xa ) =In( a* ) + In( a) =k In( a) + In( a) = (k+1) In( a)
Donc Py+1 est vérifiée.
Conclusion : (Po) est vraie, (Pn) est héréditaire donc pourn €N, In(a")=n In(a).

Si n est un entier négatif , alors —neIN. Donc In(a " )=—nIn(a)
Orln(a")=In (aLn) =—1In(a") donc —In(a" ) =—n In(a).

donc pour n entier négatif on a In( a" ) = n In(a).
Conclusion : Pour tout a> 0 et n entier relatif, In(a”")=nlna.
1
5) Pour tout a >0 ln(\/;)=ilna

( \/5)2 =a donc In (\/;1)2 =Ina donc 21In (\/21) =Ina donc In (\/Zl) = ZL Ina

IV. Etude de la fonction In( u(x) ):

1) Ensemble de définition:

In (u(x) ) n'existe que si u(x) > 0 donc

Pour trouver l'ensemble de définition de la fonction In (u(x))

il faut résoudre l'inéquation u(x) > 0.

L'ensemble des solutions de cette inéquation est I'ensemble de définition de la fonction In (u(x)).

Exemple : Donner I'ensemble de définition de la fonction f définie par: f(x) =In (3 —5x)

3-5x>0 <:>x<% donc Df=]—00;%[.

2) Dérivée de la fonction In( u(x)):

Si u est une fonction strictement positive sur un intervalle I alors la fonction In(u(x) ) est
u'(x)
dérivable sur I etona:| In (u(x "=
ivable su [In (ue)) ] =45
Exemple : Etudier sur | — oo ; % [ la fonction f définie par: f{x)=In (3 —5x)

-5
3-5x

Calcul de la dérivée : Posons u(x) =3 —5x et u'(x)=-5 alors f'(x)=

Signede ' (x): Sur]—o0; % [ 3-5x>0 donc f'(x) est du signe de —5 donc négative.

Remarque : La fonction x— In(u(x) ) ales mémes variations que la fonction u.

Tableau de variations :

DWW

X —0

Signe de f"'(x) -

Variations de f \
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Limites :
Posons X=3 —5x. Quand xtend vers —o, 3 —5x tend vers + .

lim In(3-2x)= lirgooln(X)ZJroo .

X —> -

Quand x tend vers % ,x < 51 , 3—5x tend vers 0" .

lir? In( 3 —5x)=xli>1rb+ In(X) = — .

x—)g

3) Résolution d'équations et d'inéquations avec la fonction In:

La fonction In étant strictement croissante sur |0 ; + o[ ona :
Si x>0 et si y>0
Inx=lny ©x=y
Inx>Iny x>y

Exemples :
1) Résoudre In(2x—-3)=In(5-x)
Il faut d'abord déterminer I'ensemble de définition de 1'équation :

11 faut donc chercher les x tels que 2x—3>0 et 5—x>0.

2x-3>0 <:>x>% et 5—x>0 <x<5 donc D=]%;5[.

On résout ensuite I'équation de départ :

(o2¢]

In(2x-3)=In(5-x) 2x—-3=5-x< 3x=8 Sx=3

Il faut ensuite vérifier que la solution est dans I'ensemble de définition

8

5~ 2,7 donc 8 € 5[ donc 8 est la solution. S = {g }

13
3 372 3

2) Résoudre In( %x -5)<L2

Il faut d'abord déterminer I'ensemble de définition de l'inéquation :

11 faut donc chercher les x tels que %x -5>0.

%x—5>0 <x>15 donc D=]15;+o][.

On résout ensuite I'inéquation de départ :
1 1 1
ln(gx—S)S2 <:>1n(§x—5)£1n(ez)<:>§x—5 <e* ox<3(e*+5)eoxs3er+15.
Il faut ensuite prendre uniquement les solutions qui sont dans l'ensemble de définition
3¢+ 15~ 37 donc l'ensemble des solutionsest S=]15;3e2+15].
3) Déterminer les entiers naturels n tels que 0,5"< 0,003

0,5" < 0,003 < In(0,5") < In(0,003)
car la fonction In est strictement croissante sur 0 ; + oo [.
< n In(0,5)<1In(0,003)

&S n 2 In(0,003 ) car In( 0,5 ) est un nombre négatif.
In( 0,5)
<n > 8,38

Les solutions sont les entiers supérieurs ou égaux a 9.
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