LES FONCTIONS AFFINES

I. Caractérisation d'une fonction affine :

1) Quelques définitions :
Soit m et p deux réels.
La fonction f telle que f(x) = mx + p est appelée fonction affine.
Son ensemble de définitionest Df=]—o0;+0[=IR

m est appelé coefficient directeur.  p est appelé ordonnée a l'origine.

Cas particuliers :
Sim=0alors f(x)=p estunefonction constante.

Sip =0 alors f(x)=m x est une fonction linéaire.

Exemple : Compléter le tableau suivant :

. Affine Linéaire Constante Coefficient | Ordonnée
Fonction . . . . T
(oui-non) (oui—non) ( oui-non) directeur | al'origine
flx)=—5x+2 oui non non -5 2
g(x)=3 oui non oui 0 3
h(x) = 4x oui oui non 4 0
k(x)=7-2x oui non non -2 7
7
r(x) = 2 non non non /
s(x) L 6 oui non non 1 6
X)=ZX— ul — —
2 2
2) Propriété caractéristique d'une fonction affine :
f est une fonction définie sur IR.
. L . e g f(b) - f(a)
f est une fonction affine si et seulement si, pour tous réels distincts a et b, le rapport b_a est constant.
Démonstration ( a na pas connaitre par cceur )Z
Implication : si f affine alors f(bt))?;(a) est constant.
Posons fix)=mx +p. Alors flb)=mb+p et fla)=ma+p.
Donc flb)-fla)=mb+p-ma-p=mb-ma=m(b-a)
Et M= m(b-a) =m donc Mest bien une constante.
b-a b-a b-
. o . flb)-f(a) : .
Réciproque : sile quotient b_a est constant alors f est une fonction affine.
Si % est constant, avec b # a, cela signifie que
Pour tout réel x=a, fx) :f(a) est constant.
On peut donc poser %= c avec cunréel.
Onaalors fix)—fla)=c(x—a) donc fix)=cxr-ca+fla) =cx+d.
constante
On retrouve donc I'écriture d'une fonction affine.
Six =a, on pose f(bk))—_]:x) = f(x))(—_];gb) =c etonreproduit le méme raisonnement.
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3) Conséquence :
Si on connait les images de a et b deux réels distincts par une fonction affine f alors

_flb) - f(a)

flx)=mx+p avec m= b_a

et p=fla)-ma ou p=flb)-mb.

Exemple : Soit f une fonction affine vérifiant f(5)=1 et f(—2 )= 3. Retrouver |'expression de f .
f(5)-ft-2)_1-3_ 2

f(x)=mx+p avec m= 5.2 - 7 -7

2 10 7 10 17 2 17
p—f(5)+7><5—1+7_7+7-7 doncf(x)——7x+7

Il. Représentation graphique d'une fonction affine :

Une fonction affine f définie sur IR par f(x) =m x + p est représentée par une droite d'équationy =m x + p,
qui coupe |'axe des ordonnées au point de coordonnées (0; p ).
Cas particuliers :
si f estlinéaire, p =0 et la droite représentant f passe par I'origine.
si f est constante, m =0 et la droite représentant f est paralléle a I'axe des abscisses.
Pour tracer la droite représentant une fonction affine f, il suffit de placer deux points
A(a;fla))et B(b;flb)).
Exemple : Représenter la fonction fdéfiniepar: f(x)= —0,5x+ 2.
e On choisit deux abscisses, par exemple 0 et 2.
e Oncalcule f(0)etf(2). f(0)=—0,5x0+2=2 et f(2)=—-05x2+2=—-1+2=1

e On place les deux points A(0;2) et B(2;1)eton trace la droite (AB).

y=-05x+2

Remarque: m=—-0,5=—="—"-=— et p=£0).
2 A AX

Cette remarque permet de lire dans de trées nombreux cas I'équation de la droite dessinée.
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Exemple: SoitA(5;-2) et B(-1;3) deux points du plan. Déterminer I'équation de la droite ( AB) .

La droite (AB) a une équation de la forme y=mx+p.

_Ya-ys _—2-3 -5 _=>
m = Xa-xs 5-(-1) "6 doncona y-= 5 X +p
-5 -5 25 13
A € (AB)donc ya= — xa+p donc —2=——x5+p dou p=-2+—=—
6 6 6 6
. . . -5 13
La droite (AB) a pour équation y = B Xt
lll. Etude d'une fonction affine :
1) Variations d'une fonction affine f définie sur IR par fix)=mx+p:
Sim >0 lafonction affine f est strictement croissante sur IR.
Sim <0 lafonction affine f est strictement décroissante sur IR.
Sim =0 lafonction affine f est constante sur IR.
Tableau de variations si m >0 Tableau de variations si m <0
X — 0 + 00 X — 0 + 00

variations variations
de f / def \
Démonstration :  Soit a et b deux réels tels que a<b.
Sim>0alors ma<mb donc ma+p<mb+p donc f(a) < f(b)

I'ordre n'est pas perturbé,
la fonction est croissante.

Sim<0alors ma>mb donc ma+p>mb+p donc f(a)> f(b)
I'ordre est perturbé,
la fonction est décroissante.

Exemple : Compléter les tableaux de variations de fet g définies sur IR par f(x) =3 —2xet g(x)=5x+4

X — 0 + o0 X — 00 + o0
variations variations
de f \ deg /
Pourf m=—-2doncm<0 Pourg m=5 doncm>0
f est décroissante sur IR g est croissante sur IR

2) Parité d'une fonction affine f définiesurIRpar fix)=mx+p:

Parmi les fonctions affines, seules les fonctions linéaires sont impaires
et seules les fonctions constantes sont paires.

Démonstration :
Une fonction linéaire est impaire. En effet si f(x) = mx alors f—x) = — mx = — f(x)
Une fonction constante est paire. En effet si f(x) = p alors f(-x) = p = f(x)
Réciproquement:
e si festimpaire alors f(—x) = — f(x) pour tout les réels x
donc —mx+p=—mx—p donc 2p =0donc p=0. Lafonction f est donc linéaire.
e si festpairealors f(—x) = f(x) pour tout les réels x
donc —mx+p=mx+p donc —mx=mxdonc 2mx =0 pour tout x donc m=0.
La fonction f est donc constante.
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3) Sighe d'une fonction affine f définiesurRpar fix)=mx+p:

Sim#0 f(x)=0 & mx+p=0 & mx=—p <:>x=—% La fonction f s'annule pourx=—%

Sim#0 f(x)>0 © mx+p>0 & mx>—p

sim>0 mx>-p <:>x>—% fserapositivesur]—%;+oo[

) p o b

sim<0 mx>-p <:>x<—m fseraposmvesur]—oo,—m[
Sim#0 fix)<0 © mx+p<0 & mx<—p

sim>0 mx<-p <:>x<—% f sera négativesur]—oo;—%[

. P _ p

sim<0 mx<—p <x>- fseranegatlvesur]—m,+oo[

Sim=0 f estconstante, f(x)=p donc f est du méme signe que p.

Tableau de signessim >0 Tableau de signes sim < 0

P b
X —® 0 + 0 X —® 0 + 0
signe de signe de
fx)=mx+p - 0 + fix)=mx+p + 0 =

Remarque : a droite du 0, on retrouve toujours le sighe de m.

Exemple : Compléter le tableau de signes de la fonction affine f définie sur IR par f(x)=—3x+8

8
f(x)=0<:>—3x+8=0<:>—3x=—8<:>x=§

8
X — o0 § + o0 8
flx)>0< —3x+8>0= -3x>—8 << x<73
signe de + 0 - ;
fix)=-3x+8 signe de m flx) <0 -3x+8<0& -3x<-8 x>3

Ou m=—-3etp=8 “m=I3°3

2nde Les fonctions affines Page 4




