CHAPITRE 3 COMBINATOIRE ET DENOMBREMENT

I. Cardinal d'un ensemble :

1) Définition du cardinal d'un ensemble fini :

Soit A un ensemble fini.

Le cardinal de A, noté Card (A) est le nombre d’éléments de I'’ensemble A.

Exemple: A={1;2;6;9;11} donc Card(A)=35

2) Vocabulaire :

La réunion de deux ensembles A et B est 1'ensemble de tous les éléments qui sont dans A ou dans B.
Onlanote A U B.

L'intersection de deux ensembles A et B est I'ensemble de tous les éléments qui sont a la fois

dans A etdans B. Onlanote A N B.

Deux ensembles sont dits disjoints si leur intersection est vide. A et B disjoints < A N B=¢

Exemple: A={1;2;3;4;5;6;7;8;9;10} B={2;4;6;8;10;12;14;16} C={20;30}

AuB={1;2;3;4;5;6;7;8,9;10;12;14;16} A nNnB={2;4;6;8;10}
AuC={1;2;3;4;5;6;7;8;9;10;20;30} AnC=
A et C sont disjoints.

3) Propriété admise :

Soit n un entier supérieur ou égala 2 et A4, A,, ...., 4, des ensembles finis deux a deux disjoints.

n
Alors: Card (A{UA,U ... UA,) = Card(A,) + Card(A,) + ---.+Card(A,) = 2 Card(Ax)
k=1

4) Produit cartésien de deux ensembles :

Soit A et B deux ensembles non vides.

Le produit cartésien de A et de B, noté A X B (selit « A croix B »), est 'ensemble constitué

des couples (x;y) ou x estunélémentdeAet y unélémentde B.
AxXB={(x;y),x€Ay€EB}

Exemple :
A={1;2} et B={3;4} ona: A XB={13); (1;4); (2;3); (2;4)}

ATTENTION! Dans un couple, l'ordre est important !

(1;2)n'est pasle méme élément que (2; 1).
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Propriété :
Soit A et B deux ensembles finis. Alors: Card (A X B) = Card(A) x Card(B)

Démonstration : (ex 68 p 47)

1. Si A ou B estvide, leur cardinal vaut 0 et le produit A x B est également vide, de cardinal 0
également. La formule reste valable.

2. SiA= {aj;ay;....;a,}etB = {bl;bz; .....;bp} et pour i entier naturel,i < p,A; = A X {b;}
a. Les éléments de A; sont les couples (ax; bi) pour % allantde 1 an.
llyadonc n éléments dans chaque A
b. Les ensembles A; sont deux a deux disjoints.
En effet, le deuxieme élément d’'un couple différe d'un ensemble A; a un autre.
c. L'uniondes Aipour 7 allantdel1a P est A x B.

Cette union est une union d'ensembles disjoints doncon a:
Card(A x B) = Card(A;) + ...+ Card(A,) =n+...+n=np

Définition :
Soit A un ensemble et n un entier naturel non nul.

On appelle n-uplet de A un élémentde A"= AXA X ..X A, (A estn fois)

Propriété :
Soit A un ensemble fini et n un entier naturel non nul. Alors  Card (4™) = (Card(A4))"

Démonstration par récurrence ex 69 p 47.

Application :
Un immeuble est protégé par un digicode. Ce code est formé de 4,5 ou 6 chiffresde 0a 9
et d’'une lettre parmi les 3 lettres A, B ou C. Combien de codes peut-on former avec ce systéme ?
Réponse: Appelons A, AsAg 'ensemble des codes comportant 4, 5 ou 6 chiffres.  On a:
Card(4,) = Card({0;1 .... ;9}* x {4;B; C}) = 10* x 3 = 30 000
Card(4s) = Card({0;1....;9}° x {4; B; C}) = 10° x 3 = 300 000
Card(4g) = Card({0;1....;9}° x {4; B; C}) = 10° x 3 = 3000 000
soit au total : 3 330 000 codes possibles.
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