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TSpé DEVOIR SURVEILLE N°8

Exercice 1 :
1) Déterminer les valeurs exactes des intégrales suivantes :

2 1 1 3
a) [7,(7x*=3x+2) dx b)f 5(2x + 1)°dx c) J, Y dx
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2) En utilisant I’intégration par parties, déterminer la valeur exacte de f 1 (3x — Dinx dx

Exercice 2 :

On donne la fonction f définie sur [—g;g] par f(x)=Xx—sinx.

1) Montrer que la fonction f est strictement croissante sur [_E;g]'

2) En déduire que I’équation sin X =X admet une unique solution sur [—g ; g] :
Donner la valeur de cette solution.

3) La courbe suivante représente la fonction f sur [—g ; g].
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a) Hachurer I’aire du domaine compris entre la courbe, 1’axe des abscisses

et les droites d’équation X = — % et x= g

b) Déterminer cette aire.




Exercice 3 :
Soit (E) I’équation différentielle sur R y'=-2y + 3.

1) Résoudre (E) et déterminer sa solution v vérifiant v(0) = 4.
2) On pose v = % avec u une fonction définie sur IR et qui ne s’annule pas sur R.

Montrer 1’équivalence des deux affirmations suivantes :

(i) v estsolution de (E) et v(0) =4

(if) uestsolutionde (E") : y’ =2y —3y? et u(0) :%

3) En déduire la résolution de (E") et la fonction u.

Exercice 4 :
On considere la suite (In) définie, pour tout entier naturel n,n>1, par: I, = fol x™el™ dx
1) Calculer Iz .
2) Justifier que tous les termes de la suite (In) sont positifs.
3) a) A I’aide d’une intégration par partie, montrer que, pour tout entiern,n>1,0na:
li=(n+1) 1y —1
b) En déduire 1.
4) Montrer que la suite (In) est décroissante.

5) En deduire que la suite (I) est convergente.




TSpé CORRECTION DEVOIR SURVEILLE N°8

Exercice 1 :

1) Déterminer les valeurs exactes des intégrales suivantes :

2 2 x3 x? 2
8) [Z(7x% =3x +2) dx =[7xS-3x% + 21|

-1
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b) fy 5(2x + 1)*dx = [ 2x2(2x + 1)3dx:§x[$]o =3(G-7)=

1 3 13 5 _3
c) fo (5x+1)2 dx = fo 5% (5x+1)2 dx = 5

2) En utilisant I’intégration par parties, déterminer la valeur exacte de | le(3x —1)Inx dx

Posons u'(x)=3x—1 et v(x)=Inx

u(x) :gx"‘—x et Vv'(X) :xi

J{(Bx — Dinx dx = [(%xz —x)ln x]j - I lGx2 —x) dx

X

= geZ—e—O —~ fle Gx—l) dx
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Exercice 2 :

On donne la fonction f definie sur [—g ; g] par f(x)=x-sinx.

1) Montrer que la fonction f est strictement croissante sur [ —
f'(x) =1 - cos(x)

Signede f'(x): 1—cos(x) =0« cos(x) =1 donc x =0 dans [—g;g].
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1—cos(x) >0 < cos(x) <1 Toujours vrai
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2) En déduire que I’équation sin X =X admet une unique solution sur [—g ;

Na

Donner la valeur de cette solution.
sinx=Xx < Xx—sinx=0 donc résoudre sin x =X revient a résoudre f(x) = 0

La fonction f est définie et continue car dérivable et strictement croissante sur [—g ;

]

N3

f(-2)~-06; f(5)~06 et 0c[f(-3):f(5)]

donc d'apres le théoréeme de la valeur intermédiaire il existe une unique solution a I'équation f(x) =0
Cette solution est 0 d'apres le tableau de variations.

3) La courbe suivante représente la fonction f sur [—g ; g].
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a) Hachurer I’aire du domaine compris entre la courbe, 1’axe des abscisses

et les droites d’équation X = — g et x= %




b) Déterminer cette aire.
La fonction f est négative sur [—% ; 0] et positive sur [0 ; g]
d'aprés le tableau de variations
donc l'aire hachurée vaut

JE700 dx— [ fex= [+ cosy] ;
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Exercice 3 :
Soit (E) I’équation différentielle sur R y'=—2y +3.
1) Résoudre (E) et déterminer sa solution v vérifiant v(0) = 4.

(E) estde la forme y'=ay+bavec a=-2 et b=3

Les solutions sont donc les fonctions v telles que v(x) = Ce > + % avecC e R

— §_ —§ _§ —2X §
v(0) =4 donc C+2—4<:>C—2 donc v(x)—ze *+3

1 : s :
2) On pose v = , @vec uune fonction définie sur IR et qui ne s’annule pas sur R.

Montrer 1’équivalence des deux affirmations suivantes :

(i) v estsolutionde (E) et v(0) =4

(if) uestsolutionde (E’): y’ =2y —3y? et u(0) =%

1 U
v==donc v'=-=
u u

vsolutionde (E) & v'=-2v+3 < —%z—%+3 & —Uu'=—-2u+3u2
& U'=2u—-3u?
< usolution de (E’)

_ 1 _1
De plus v(0) =4 donc 0(0) =4 < u(0) =1

Les deux propositions sont donc équivalentes.

3) En déduire la résolution de (E’) et la fonction u.
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V=1 donc u=g donc u(x)—5
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Exercice 4 :
On considere la suite (I,) définie, pour tout entier naturel n,n > 1, par: I, = f01 x"el™ dx
1) Calculer Iz .
li = folx el™ dx
On va utiliser une intégration par partie
u'(x) =el> et v(x)=x
ux)=—et* et v(x) =1

= [—xe"™ [~ [l—e'™dx=-€"-0-[el*]f=-1-1+e=e-2

2) Justifier que tous les termes de la suite (In) sont positifs.
el*>0surRdoncsur[0;1];x">0sur[0;1]etn>1 donc x"e*™*>0sur[0;1]
donc In >0 pour tout entier naturel n, n > 1.

3) a) A l’aide d’une intégration par partie, montrer que, pour tout entiern,n>1,0na:

Ihwe1=(n+1)1y -1
In+1 = fol x™t1 1% dx
u'(x)=e™ et v(x)=x""!
ux)=—el* et vV(x)=(n+ 1) x"
In+1= [—x™le™*l —(n+1) fol—x”el"x dx=-e"-0+(n+1)lh=—1+(n+1) I,
donc In+1=(n+1)Ih -1
b) En déduire 1.
=(1+1)Ih-1=2(e-2)-1=2e-5
4) Montrer que la suite (In) est décroissante.
In+1—In = fol x™el™* dx — fol x™el™* dx = fol(x”+1 —x™)el™ dx
= folx”(x —1)el™ dx
Signede Ins1—In: D'aprés2) x™el™* >0sur[0;1]
Deplus 0<x<1 donc x-1<0
Donc x"(x—1)el™™ < 0 donc Insa—In <0
Donc la suite (In) est décroissante.

5) En deduire que la suite (In) est convergente.

La suite (In) est décroissante, minorée par 0 donc elle est convergente.




