EQUATIONS DE DROITES SYSTEMES D'EQUATIONS

| Les différentes équations de droites :

1) Equation réduite d'une droite :

Une fonction affine f (x) = m x + p est représentée par une droite d'équation y=m x +p.
Cette equation est une équation réduite de la droite .

Sim =0 y =pest I'équation réduite d'une droite paralléle a I'axe des abscisses.
Sip=0 y=mx estI'équation réduite d'une droite passant par l'origine.
Sim=0et p0 y=mx+p estI'équation réduite d'une droite oblique.

Il existe aussi des droites qui sont paralléles a I'axe des ordonnées.

Tous les points de ce type de droite ont la méme abscisse donc I'équation réduite d'une droite
parallele a I'axe des ordonnéesest : x=k aveck € R.

Attention : Ce type de droite ne représente pas une fonction !

Comment calculer I'équation réduite d'une droite connaissant les coordonnées de deux points:

Exemple : Retrouver par le calcul I'équation de la droite (AB) avec A (—1;2)et B(5;-3)
On procéde comme pour retrouver la fonction affine telle que f(-1)=2 et f(5)=-3.
m= YB—VYA _ 7372_ §

XB — XA 5+1 6

Calcul du coefficient directeur

donc (AB):y= 72 X+p

Calcul de l'ordonnée & l'origine:  On remplace X ety dans I'équation par les coordonnées de A ou de B.

ou avec B : —3:—gx5+p = p:_3+2€5:%
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La droite (AB) admet donc pour équation réduite y= —
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2) Equation cartésienne d'une droite :

On appelle équation cartésienne d'une droite (d) une équation de (d) sous la forme ax+by+c=0.
Contrairement a I'équation réduite, I'équation cartésienne d'une droite n’est pas unique !

Il faut savoir passer d'une équation réduite a une équation cartésienne et inversement.

Exemple :  Transformer I'équation réduite y = % X + 7 en équation cartésienne.

y:%x+7 & 02%x—y+7 < X -2y +14=0 ( en multipliant tous les coefficients par 2 )

Transformer I'équation cartésienne 5x —3y +2 =0 en équation réduite.
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X —3y+2=0< -3y=-5X -2 y=5X +
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3) Vecteur directeur d'une droite :
On appelle vecteur directeur d'une droite (d) tout vecteur non nul u” ayant la méme direction
que la droite (d).

Soit (O, 1, j ) unrepére du plan et (d) une droite du plan.

> si la droite (d) est une droite du plan paralléle a I'axe des abscisses, son équationest y =k, k € R
alors i est un vecteur directeur de (d).

> si la droite (d) est une droite du plan paralléle a I'axe des ordonnées, son équation est x =k, k € R
alors | estun vecteur directeur de (d).

> si (d) est une droite du plan ni parallele & I'axe des abscisses, ni parallele a I'axe des ordonnées,
alors I'équation réduite de (d) est y=mx +p etun vecteur directeurest u (1;m)
ou une équation cartésienne de (d) est ax +by+c=0 etun vecteur directeurest u (-b;a).

Exemples : Pour chacune des droites suivantes,
e tracer cette droite dans le repere ci-dessous
e déterminer les coordonnées d'un vecteur directeur et tracer ce vecteur dans le repére.

(d1): x=4

droite verticale

(d2):y=-3

droite horizontale

(d3):y=2x — 5

droite passant par

(dg): 3x +2y-6=0

droite passant par

passant par passant par C(0;-5) E(O0;3)
A(4;0) B(0;-3) etD(2;-1) et F(2;0)
u(0;1) vi(1:;0) w(1l;?2) z(-2:3)
3x+2 -6’\(;\ =
x+2y-6= \ x=4 y=2x-5
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4) Droites paralléles :
Deux droites seront paralléles si elles ont le méme coefficient directeur ou des vecteurs directeurs
colinéaires.
U (x;y) et v(x';y') sontcolinéaires < det(u; vV)=0e Xy —yxX' =0 Xy =yXx'

Remarques :
ax+by+c=0 estl'équation cartésienne de la droite (D) et y=m x + p son équation réduite.

a'x+b'y+c =0 estléquation cartésienne de la droite (D’) et y =m'x + p' son équation réduite.

ax+by+c=0 < by=-ax-c o y= ,%X,%
-2 __C
Donc m——b et p= b
R . , . a' c'
Deméme a'x+b'y+c'=0 < y= _b_'X_E
[ - i’ '—_E
Doncm——b, et p'= b

Sim=m'alors —+-= —S—. donc —ab'=-a'b (produiten croix) donc ab'=a'b

:—% donc —chb'=—c'b donc chb'=c'b

olo Tl

Si p=p' alors —
Le vecteur directeur de (D) est u (—b;a) et le vecteur directeur de (D') est u” (—b';a")

u et U sontcolinéaires < —ba —a(-b')=0 < —ba+ab'=0 < ab'=a'b
On retrouve la méme égalité qu'avec m =m’".

On retiendra donc :

Deux droites seront confondues si elles ont la méme équation réduiteousiab'=a'b et cb'=c"b.

Deux droites seront strictement paralleles si elles ont le méme coefficient directeur
mais pas la méme ordonnée a l'origine (m=m'etp=#p')ousi ab'=a'b etc'b=#cb’.

Deux droites seront sécantes si elles n‘ont pas le méme coefficient directeur (m #m")

ou si elles ont des vecteurs directeurs non colinéaires (ab'=a'b).

Elles n'ont alors qu'un seul point d'intersection.

Les coordonnées de ce point pourront étre déterminées par la résolution d'un systeme d'équations.
Cette résolution pourra étre graphique ou algébrique.
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Il Résolutions des systéemes linéaires :

1) Définitions :
a) On appelle équation linéaire a deux inconnues x ety une équation dutype ax+by+c=0
avec a, b, c des réels quelconques.

b) Un systeme d'équations linéaires a deux inconnues x ety et a deux équations est de la forme
{a X+by+c=0
ax+by+c=0

¢) Résoudre un systeme d'équations linéaires a deux inconnues X ety et a deux equations,
c'est trouver tous les couples (x;y) Vérifiant simultanément les deux équations .

2) Résolution graphique d'un systéeme linéaire:

ax+by+c=0

ax+b y+C = 0 un systeme a deux inconnues.

Soit {
ax+by+c=0 estléquation de la droite ( D).
ax+b'y+c =0 estl'équation de ladroite (D).

Les solutions du systéme sont les coordonnées du point d’intersection des deux droites.

Plusieurs cas sont possibles :

> Si (D) et (D) sont confondues (c'est-a-diresi ab'=a'b et cb'=c'b)
L'ensemble des solutions est la droite ( &) toute entiere.
Il'y a une infinité de solutions : tous les couples de coordonnées vérifiant I'équation de ( D).
S={(x;y) telsque ax+by+c=0}=(D).

» Si (D) et (D) sont paralléles mais non confondues (c'est-a-diresi ab'=a'b etc'b#cb")

Il n'y a pas de point d'intersection entre les deux droites
I n'y a aucune solution au systétme donc S=J

> Si (D) et (D) sontsécantes (c'est-a-dire si a'b#ab")
Il n'y a qu'un seul point d'intersection entre les deux droites.
La solution est unique ce sont les coordonnées du point d'intersection de ( D) et de (D).

S={(x;Y0)}

ATTENTION
Avant de se lancer dans la résolution graphique d'un systéme linéaire deux équations, deux inconnues ,
il convient de vérifier quel sera le nombre de solutions du systeme :

> si a'b=ab" et c'b=cb' alors le systeme n'a pas de solution. S = &
Inutile de faire le dessin !

> si a’b=ab" et c'b=cb" alors les deux droites sont confondues et le systéeme a une infinité de
solutions. La solution graphique est la droite toute entiére.
Inutile de faire le dessin !

> siab’=a'b alors le systtme a une unique solution, il faut alors tracer les droites
et lire les coordonnées de leur point d'intersection.
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y=—2x+3

Exemple résolu : Résoudre graphiquement le systeme {y —3x_4

m=-2 et m'=3 donc le systeme a une unigue solution.
On va tracer les droites d’équations y=—2x+3 ET y=3x-4 dans un méme repere.

Puis on lira les coordonnées du point d’intersection de ses deux droites.

y=3x%-4 on it les coordonnées du point
d'intersection.

A=(1.4;0.2)

Xx =14 ety=0,2

doncS={(1,4;0,2)}

-2 y=-2x+3

. . . 3x-7y =4
Exemple : Résoudre graphiquement le systeme {_ Ax+3y =2
_ _3, 4 _ _4.0 .2
3x—7y—4<:>y—7x—7 et —4x +3y—2©y—3x +3
3 4 . . :
m=z et m'= 3 donc le systéme a une unique solution.

On trace les droites dans le méme repére.
On lit les coordonnées du point d'intersection E(—1,4;—-1,2) donc S={(-14;-12)}
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3) Resolution par le calcul (‘algébrique ):
ax+by+c=0 {y:mx+p
(S){a'x+b'y+c':0 ou O ly=mx+p

y=mx+p

» Par comparaison: (S) { y=mx+p

Méthode de résolution par comparaison :

On vérifie que le systéme a une unique solution donc que m = m'.
On peut alors direque mx +p=m'x +p' ce qui permet de trouver X .

Il suffit alors de remplacer x par la valeur trouvée dans une des deux équations ( la plus simple)
pour trouvery .

On rédige une conclusion.

y=5x+9

Exemple résolu : (S): { Y= —2x+2

Les deux équations de droites sont sous la forme y = mx + p.
m=5 et m'=-2 donc le systtme a une unique solution.
Alors on peut dire que 5x + 9 =—2x + 2 (on résout cette équation pour trouver la valeur de x )
9X+2x =2-9
> =-7
x=-1
Dans une des deux équations, on remplace xpar —1:y=5x+9 doncy=5x(-1)+9=4

La solution du systeme est : S={(-1;4)}

Exemple : Résoudre le systé s-{y:_4x+7
xemple : Résoudre le systeme (S) : y=7x—15

Les deux équations de droites sont sous la forme y = mx + p.
m=—4 et m'=7 donc le systtme a une unique solution.
Alors on peut dire que —4x + 7 = 7x — 15 (on résout cette équation pour trouver la valeur de x )
11x = 22
X =2
Dans une des deux équations, on remplace x par 2:y=7x-15 doncy=14-15=-1
La solution du systeme est : S={(2;-1)}
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ax+by+c=0
ax+by+c=0

» Par substitution : (S) {

Méthode de résolution par substitution :

On vérifie que le systéme n'a qu'une seule solution donc que a x b' = a' x b.

On isole alors une inconnue dans la premiére équation et on I'exprime en fonction de l'autre
inconnue.

On remplace cette inconnue par I'expression trouvée, dans la deuxieme équation,

ce qui permet de n'avoir plus qu'une seule inconnue. On la calcule.

On remplace ensuite cette inconnue par sa valeur dans I'expression trouvée au b) pour déterminer
la valeur de la derniére inconnue.

On rédige une conclusion.

£ le résolu - Résoud bstitution | . {x—6y:4

xemple résolu : Résoudre par substitution le systeme ) _ , +3y =5
a=1l;b=-6;c=—4et a2=—-4 ;b =3; c’=-5

a'b=-4x(-6)=24 et ab'=1x3=3 a'b #ab'doncily a une unique solution.

On isole une inconnue ( si possible I’inconnue ou le coefficient est 1 afin d’éviter des calculs trop
compliqués avec des fractions)

Je prends la 1°¢ équation : x -6y =4 < x=6y+4
Dans la 2eme équation je remplace x par 6y + 4 :

-4 x +3y=5

—4(6y +4) +3y =5

—24y—-16 +3y=5 (je développe)

—21y =21 (jerésous)
y =-1

Dans I'expression de x , jeremplaceypar—1:x=6y+4=6x(-1)+4=-2
DoncS={(-2;-1)}

o2 I N 3x-7y =4
Exemple : Résoudre par substitution le systéeme {_ Ax+3y =2
a=3;b=-7;c=-4et a’=—-4 ;b =3;c=-2
a'b=-4x(-7)=28 et ab’'=3x3=9 a'b #ab'doncilya uneunique solution.
On isole une inconnue ( si possible I’inconnue ou le coefficient est 1 afin d’éviter des calculs trop

compliqués avec des fractions)

Je prends la 1% équation : 3x -7y =4<  x = 31 y+

Wl

. L 7 4
Dans la 2eme équation je remplace x par RAEE
-4 x +3y=2
7 4 _
74(3 y+3) +3y =2

—% y— 13—6 + 32 y= g (je développe et je mets au méme déenominateur )
19 22 N
-3Y =3 (je resous)
_ 2 3 _ 2
Y =73 X197 19
Dans l'expression de x , je remplaceypar—2 'x:Zy+i:Zx(_2)+4:_@
’ 19" 37 3 3 197 3 19

26 22
Donc S = {(~ 75~ o)}
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ax+by+c=0
ax+by+c=0

» Par élimination ou_par combinaisons linéaires : (S) {

Méthode par élimination :
On vérifie que le systéme a une unique solution en vérifiantque a'b =ab'.

On multiplie chacune des deux équations par un coefficient bien choisi de maniére a éliminer
une inconnue apres addition ou soustraction membre a membre des deux inconnues.

On détermine alors la valeur de I'inconnue qui reste.

Il suffit alors de remplacer cette inconnue par la valeur trouvée dans une des deux équations
(la plus simple ) pour trouver l'autre inconnue .

On rédige une conclusion.

] o4 - . 3X—7y=8
Exemple résolu : Résoudre par combinaison le systeme {_ Ax+3y=2

a=3;b=-7;c=-8et a’=-4 ;b =3; ¢’=-2
ab=—4x(-7)=28 et ab'=3x3=9 ab #ab' doncily auneunique solution

Il faut que je décide si je veux "éliminer" lesx ou lesy ..

Je décide d’éliminer les X : il faut que je trouve un multiple de 3 et de 4 c’est-a-dire 12.
e Je vais multiplier TOUTE la lere équation par 4 ( de facon a obtenir 12x )
e Je vais multiplier TOUTE la 2eme équation par 3 ( de facon a obtenir —12x )

: 12x — 28y =32
On obtient {_ 12x+9y =6
En ajoutant membre a membre (membre de gauche avec membre de gauche ET membre de
droite avec membre de droite ) :
12x—28y — 12x+9y =32 +6

—19y =38
y=-2
Je remplace y par —2 dans une des équations ( celle que I'on préfere )
X—7y=8
X-7x(-2)=8
3x + 14 =8
3Xx =-6
X ==2

DoncS={(-2;-2)}

, - . 2x—5y =6
Exemple : Résoudre par combinaison le systeme _5x+10y =3
a=2 ;b=-5;c=-6¢et a=-5;b"=10; ¢’=-3
ab=-5x(-5)=25 et ab'=2x10=20 a'b =#ab'doncily aune unique solution

Je décide d’éliminer les y : il suffit que je multiplie la premiere équation par 2.
: {4x -10y =12
On obtient | 5, . 10 y =3
Puis en ajoutant les deux équations membres & membres
4x— 10y —5x + 10y =12+ 3

- x =15
x=-15
Je remplace x par —15 dans 2x— 5y =6
-30-5y =6 < -5y=36 < y——%:—Y,Z

DoncS={(-15;-7,2)}
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