ORTHOGONALITE ET DISTANCES DANS L'ESPACE

La définition d'un vecteur est la méme que dans le plan.
Les propriétés et les calculs vectoriels sont aussi les mémes.

I. Définition et propriétés :

On étend a l'espace, les définitions données dans le plan.

1) Extension du produit scalaire a I'espace :
a) Définition :
Les vecteurs u et v sont coplanaires s' il existe trois points A, B, C d'un plan (P)
telsque u =AB et v =AC.
On appelle produit scalaire de u et v dans I'espace, le produit scalaire de AB et AC
dans le plan (P). Onadonc u - v = AB-AC.

b) Conséquences :

—

e U -V =AB-AC=ABxAC xcos (AB; AC)

e si H est le projeté orthogonal de C sur ( AB) alors AB - AC = AB - AH
et alors, comme AB et AH sont colinéaires, on a

AB . AC = {AB x AH si AB et AH sont de méme sens
— AB x AH si AB et AH sont de sens contraires.

1 S . .
e u- v ES(lulrHlvE-]u ||2)‘—(|| VIE=lulr= 1 v lR)

Conséquence : si A, B et C sont trois points de I'espace , AB . AC = % (ABZ2+ AC2-BC?)

c) Propriétés : on retrouve les mémes que dans le plan.

_— —  — ——

° u-v =V-u
e U (VH+HW)=U-V+UuU- W
e (ku)- v=k(u-v) aveckeR.

o« U u= |

(U4 VR= U2 UV v =||T||2+2 UV VR

— —>—>

(u-v)yP=uz-2u-v+vz=ulp-2u- v+|v]

(u+v)(u-v)=fulp-fvip

—>—>
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2) Base orthonormée et repere orthonormé de I'espace :

Une base orthonormée de I'espace est la donnée de trois vecteurs linéairement indépendants
i, et K telsque T .j =0; i .k =0et j.k =0.

Un repére orthonormé de I'espace est la donnée d'un point et d'une base orthonormée de I'espace.

3) Norme d'un vecteur de |'espace :

Soit (O, i, j , k) unrepére orthonormé de I'espace.

Soit u'(x;y;z) et v (X;y;z')deux vecteurs de I'espace.
Alors || u||=+/x@+y2+z22et U - vV =xX +Yyy +27'

Soit A(Xa;ya;za) et B(Xs;Yys;zs) deux points de I'espace.

Si u =AB alors || u’||=AB = /(X8 —xa)2 + (Y8 — ya)? + (z8 — Za)?

4) Applications :

a) Lesvecteurs u'(1;-2;5) et v (1;3;1) sontilsorthogonaux ?

b) ABCD est un tétraedre régulier ( chaque face est un triangle équilatéral ) d'aréte 6.
| et J sont les milieux respectifs de [BC] et [CD].
e Calculer AB.AC,AB.AD et AC.AD puis Al et Al.
e Calculer AT . AJ en utilisant les égalités AB + AC =2 Al et AC+AD =2 Al.
e Exprimer ce produit scalaire en fonction de cos(fA\J) et en déduire la mesure, en degrés, de
I'angle TAJ. Arrondir au dixiéme.
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1. Orthogonalité dans I'espace :

1) Orthogonalité de deux droites :

Deux droites sont dites orthogonales lorsque leurs paralléles respectives passant par un méme point

sont perpendiculaires.

2) Orthogonalité de deux vecteurs :

Deux vecteurs non nuls sont orthogonaux lorsque les droites dirigées par ces vecteurs sont orthogonales.

u et v orthogonaux < u - v =0
Conséquence : (d) et (d') sont orthogonales si et seulement si leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux.

Les droites (A, u )et(B, v )sontorthogonales< u - v =0.

3) Orthogonalité d'une droite et d'un plan :

Une droite est orthogonale a un plan si elle est orthogonale a toutes les droites de ce plan.
La droite (d) de vecteur directeur u " est orthogonale au plan (P) de vecteurs directeurs v et w’
sietseulementsi u - v =0ET u - w =0.

Cette définition permet de démontrer la propriété : " une droite est perpendiculaire a un plan si et
seulement si elle est perpendiculaire a deux droites sécantes de ce plan ".

I11. Orthogonalité de deux plans dans I'espace :

1) Vecteur normal a un plan :
a) Définition :

On appelle vecteur normal & un plan (P), tout vecteur n, non nul, orthogonal & deux vecteurs
non colinéaires du plan (P), par exemple deux vecteurs directeurs de (P).

b) Conséquences:

e Ladroite de vecteur directeur n est orthogonale au plan (P).
e Si(P)estleplan (A, AB,AC)alorsona:
n vecteur normal au plan (P) < n -AB=0 et n - AC =0.
c) Propriétés :
e Si n estun vecteur normal au plan (P), n_ est orthogonal & tout vecteur de (P).
e Si A et M sont des points de (P) alors AM - n =0.

2) Plans paralléles :

Deux plans seront paralleles si et seulement si leurs vecteurs normaux sont colinéaires.

3) Plans orthogonaux :

Deux plans seront orthogonaux si et seulement si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux.
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IVV. Equation cartésienne d'un plan dans l'espace :

Soit (P) un plan contenant le point A (Xa, ya, za) etde vecteur normal n’(a,b,c).
Ce plan est I'ensemble des points M (x,y , z) de l'espace tels que AM - n =0.
Or AM - n =0 &(x-xa)xa+(y-ya)xb+(z-za)xc=0
& ax +hy+cz+( —xaxa —yaxb—-zaxc)=0.
On pose d = — xax a —Yyax b —zax c et on obtient la définition suivante :

Dans I'espace rapporté a un repére orthonormé, tout plan de vecteur normal n (a,b,c)
admet une équation cartésienne du type ax + by + cz+d =0 avec a,b, ¢ non tous nuls.

Réciproquement :
Dans I'espace rapporté a un repere orthonormé, I'ensemble des points M( x, y, z) verifiant

ax+by +cz+d=0 estun plan de vecteur normal n (a,b,c).

Exemples:
1) Déterminer I'équation cartésienne du plan (P) de vecteur normal u (-2 ;3;4)
et contenant le point A (0;—-1;3).

2) Déterminer I'équation cartésienne du plan (P) passant par A(3;-5;1);B(-1;0;2)etC(2;1;3).

i

Cas particuliers : Dans un repére orthonormé de I'espace (O, 1, ] , K ).

> Equation du plan ayant pour vecteur normal le vecteur i et contenant le point O ( plan (yOz) )
i°(1:;0:;0) donc ona 1x+0y+0z+d=0 <x+d=0
Orx=0 donc d=0 etonadonc x+0=0<x=0
x =0 est donc I'équation cartésienne du plan (yOz).

> Equation du plan ayant pour vecteur normal le vecteur | et contenant le point O ( plan (xOz) )
J7(0;1;0) donc ona Ox+1y+0z+d=0 <y+d=0
Ory=0 donc d=0 etonadonc y+0=0<y=0
y =0 est donc I'équation cartésienne du plan (xOz).

> Equation du plan ayant pour vecteur normal le vecteur K et contenant le point O ( plan (xOy) )
k'(0;0:1) donc ona Ox+0y+1z+d=0 <z+d=0
Orz=0 donc d=0 etonadonc z+0=0<z=0
z=0 est donc I'équation cartésienne du plan (xOy).
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V. Distance d'un point a une droite ou a un plan :

1) Distance d'un point & une droite :

a) Projeté orthogonal d'un point sur une droite: Fe df
On appellg projeté_orthogonal d‘u_n point M sur une droite (d) /"{'\I’I_ *,:
le point d'intersection H de la droite (d) e ;L
bl

avec le plan orthogonal a (d) et contenant le point M. J——/

b) Propriétés:
» Si M appartient a la droite (d), le projeté de M sur (d) est M lui-méme .

» Si M n'appartient pas a la droite (d) , le point H, projeté orthogonal de M sur (d) est le point de
la droite (d) le plus proche de M.
On dit donc que la distance MH est la distance du point M a la droite (d).

Démonstration :
» Si M appartient a la droite (d), M et H sont confondus donc MH =0
ce qui est la plus petite valeur possible pour une distance.

’r.x" e » Si M n'appartient pas a la droite (d) alors, pour tout point M' de (d),
£ THY le triangle MM'H est un triangle rectangle en H.
Son hypoténuse [MM'] est donc le coté le plus long donc MH < MM' quel que soit

M’ sur (d). Donc la distance MH est bien la distance la plus courte entre le point M et
un point de la droite (d).

2) Distance d'un point a un plan :

M
a) Projeté orthogonal d'un point sur un plan: T
On appelle projeté orthogonal d'un point M sur un plan (P) { 1
le point d'intersection H du plan (P) A A

avec la droite orthogonale a (P) et contenant le point M. : i

b) Propriétés:
» Si M appartient au plan (P), le projeté de M sur (P) est M lui-méme .

» Si M n'appartient pas au plan (P), le point H, projeté orthogonal de M sur (P) est le point
du plan (P), le plus proche de M.
On dit donc que la distance MH est la distance du point M au plan (P).

Démonstration :
» Si M appartient au plan (P), M et H sont confondus donc MH =0
ce qui est la plus petite valeur possible pour une distance.

M
T \ » Si M n'appartient pas au plan (P) alors, pour tout point M' de (P),

f—= —i;lz;-’__\)f m / le triangle MM'H est un triangle rectangle en H. Son hypoténuse [MM'] est donc
B iH / le cbté le plus long donc MH < MM' quel que soit M' sur (P). Donc la distance

MH est bien la distance la plus courte entre le point M et un point du plan (P).
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3) Exemples :
a)

I g 1) Déterminer le projeté orthogonal de H sur le plan (CDG).

2) Déterminer le projeté orthogonal de F sur la droite (CD).

)
1

b)

ABCH est un tétraédre tel que ABC est un triangle équilatéral
d'aréte a (a>0) et les autres faces sont des triangles rectangles en H.

1) Déterminer le produit scalaire HB. HC.
2) Développer et réduire le produit scalaire (HA +AB).(HA+AC)
3) Exprimer la distance du point A au plan (BHC) en fonction de a.

c) ABCDEFGH est un cube d'aréte 1.
O est le centre de la face EFGH.
| est le milieu de l'aréte [AE].

On se place dans le repére orthonormé ( A, AB, AD, AE ).
1) a) Donner les coordonnées des points A, B, D, E,H, O et .
b) Démontrer que les droites (DO) et (BI) d'une part
et les droites (DO) et (BH) d'autre part sont orthogonales.
c) En déduire que la droite (DO) est orthogonale au plan (BIH). A B
2) a) Justifier que les droites (DO) et (BH) sont sécantes en un point K.
b) Déterminer l'aire du triangle BDH.
c) En déduire la distance du point O au plan (BIH).
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4) Formule de la distance d'un point a un plan :
On donne (P) un plan d'éguation cartésienne ax+by+cz+d=0. M(x;y;z)estun pointde (P).
A (Xa;Ya; za) est un point quelconque de I'espace et H son projeté orthogonal sur (P).

a) Justifierque AM. n ' =AH. n~

b) En utilisant la formule du cosinus en déduire une expression de AH . n .

¢) Que peut-on dire de I'angle (AH, n ") ? Endéduireque |AH. n |[=AH x| n |

d) Simplifier I'expression analytique de AM . n~ (.on pourra remarquer qued=—ax—by—cz)

e) En déduire une expression de la distance de A a (P).
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Application :
Déterminer la distancede N(3;4;1)a(P):2x—-2y+z+4=0

a) Japplique la formule :

b) Je raisonne avec le projeté orthogonal de N sur (P) :
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