FONCTIONS POLYNOMES DE DEGRE 2

1) Rappel : la fonction carré.

La fonction carré est la fonction définie sur IR par f(x) = x%.

a) Tableau de valeurs :
X -3 -2 -1 0 1
f(X) 9 4 1 0 1 4 9

N
w

b) Courbe représentative :

Sa représentation graphique est une parabole de sommet S (0;0).
La courbe admet un axe de symétrie qui est I'axe des ordonnées.

c) Sens de variation de la fonction carré

Tableau de variation La fonction carré est strictement décroissante sur ] —o0; 0]
X — 0 + oo

et strictement croissante sur [0 ; + oo [.

var(;ztl?ns \ / Le minimum de la fonction carré est O.
0

Il est atteint pour x = 0.

d) Signe de la fonction carré :

A 2
X — 0 + | Pourtoutxreel, x2>0.

signe de f(x) + 0 + La fonction carreé est positive ou nulle sur R

e) Parité :
Onremarqueque (—2)2=4=2%2; (-5)2=25=5?
L'image par la fonction carré d'un nombre et de son opposé sont identiques.
(-=x)2=x2 Ondira que la fonction carre est paire.

Toutes les fonctions paires ont I'axe des ordonnées comme axe de symétrie
pour leur courbe représentative.
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2) Les fonctions du type f(x) = ax?

a) fi(x) = 2x* ; fa(x) =5x% ; f3(x) =—3x* ; fa(x) =—4x%
Compléter le tableau suivant :

X - 2 -1 0 2
f1(x) 8 2 0 2

fa(x) 20 5 0 5 20
f3(x) -12 -3 0 -3 -12
fa(x) -16 -4 0 -4 -16

Représenter sur le méme graphique les fonctions 1, f,, fzet fa:

b) Constatations :

Les courbes admettent un axe de symétrie : I'axe des ordonnées.
Elles passent par I'origine du repeére, le point (0; 0 ).

=

~

Si a est positif, la parabole est tournée vers le haut
Si a est négatif, la parabole est tournée vers le bas

¢) Retrouver les fonctions représentées sur le graphique :

La parabole violette est tournée vers le haut, elle admet I'axe des
ordonnées comme axe de symétrie et elle passe par (0; 0).

Elle représente donc une fonction f du type f(x) = ax?avec a > 0.
Elle passe par le point A(3;6) donc f(3)=6

\

.\

f(3) =ax 32 donc 6=ax9 donc a:6

9-3

2

donc f(x) = % X2,

La parabole noire est tournée vers le bas, elle admet I'axe des
ordonnées comme axe de symétrie et elle passe par (0; 0).

Elle représente donc une fonction g du type g(x) =ax?aveca<0.
Elle passe par le point B(2;-2) donc g(2)=-2

g(2) =ax 22 donc—-2=ax4donc a:_g

4

1 _ 1
-5 doncg(x)——zx.

2
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3) Les fonctions du type g(x)=ax*+b

Sia=1 et b=0 onretrouve la fonction carré.
a) Quelques exemples :
Pour chaque valeur de a et b suivantes:
e Ecrire la fonction g correspondante.
e Compléter le tableau de valeurs
e Tracer la courbe représentative, donner son axe de symétrie et les coordonnées de son
sommet. Préciser les coordonnées des points d'intersection de la courbe avec les axes
de coordonnées.
e Compléter le tableau de variations
e Compléter le tableau de signes.

> a=3etb=1 gx)=3x*+1
Tableau de valeurs :
X -3 -2 -1 0 1 2 3
g(x) 28 13 4 1 4 13 28
Courbe représentative :

Axe de symétrie : axe des ordonnées

Coordonnées du sommet:S(0;1)

Intersections avec I'axe des abscisses : Il n’y en a pas

Intersections avec I'axe des ordonnées : y =1

Tableau de variations :

— 0 0 + o0

X

variations /
de g 1

Tableau de signes :
— 00 + o0

X

signes de g(x) +
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> a=2et b=-8 g(x)=2x2-8
Tableau de valeurs :
X -4 -3 -2 -1 0 1 3 4
8(x) 24 10 0 -6 -8 -6 10 24

Courbe représentative :

Axe de symétrie : axe des ordonnées
Coordonnées du sommet :S(0;—-8)

Intersections avec |'axe des abscisses : x=—2 et x=2

Intersections avec I'axe des ordonnées : y =—8

Tableau de variations :

X — 0 0 + o0
VariatiOnS /
de g -3

Tableau de signes :

X — 0 -2 2 + 00
signes de g(x) + 0 - 0 +
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> a=-3 et b=27

Tableau de valeurs :

g(x)=-3x* +27

X -3,5 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
8lx) -9,75 | 0 15 24 27 24 15 0 -21
Courbe représentative :
f
Axe de symétrie : axe des ordonnées
Coordonnées du sommet :S(0;27)
Intersections avec I'axe des abscisses : x =—3 et x =3
Intersections avec |'axe des ordonnées : y = 27
Tableau de variations :
X — 0 0 + o0
variations / 27 \
de g

Tableau de signes :

X — -3 3 + 0
signes de g(x) - 0 + 0
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» a=—-1letb=-2 gx)=—-x>-2

Tableau de valeurs :

X -2 -1 0 1 2
glx) -6 -3 -2 -3 -6
Courbe représentative :
64
44
24
-3 2 - 0 1 2 3
E
Axe de symétrie : axe des ordonnées
Coordonnées du sommet:S(0;-2)
Intersections avec I'axe des abscisses : aucune
Intersections avec |'axe des ordonnées : y = —2
Tableau de variations :
— 0 0 + o0

X

variations / -2
de g

Tableau de signes :

X — 00

signes de g(x)
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b) A retenir :
g(x)=ax?+b
» g est une fonction définie sur IR.
» C'est un polynéme de degré 2 ou un trindbme.
> g est représentée par une parabole, dont I'axe de symétrie est |'axe des ordonnées
et le sommet S a pour coordonnées (0; b ).
» La fonction g est donc paire.
» Le sens de variation de g dépend du signe de a.

Sia>0 Sia<0
X — 0 0 + 00 X — o0 0 + o0
b
variations variations
de g b de g
La parabole est tournée vers le haut. La parabole est tournée vers le bas.
La fonction g admet un minimum de valeur b La fonction g admet un minimum de valeur b
atteintenx =0. atteintenx =0.

c) Associer une courbe 3 une fonction du type g(x)=ax2+b:
La courbe doit étre une parabole ayant pour axe de symétrie I'axe des ordonnées.
L'ordonnée du sommet est égale a b.
Si la parabole est tournée vers le haut, a est positif. Si elle est tournée vers le bas, aest négatif.
g(1) = a + b doncil suffit de lire la valeur de g(1) pour trouver a.

Exemples : Retrouver les fonctions associées a ces paraboles :

Pour C; le sommetestS(0;—5) donc b=-5. Elle passe par A(1;—2) donc fi(1)=-2
or fifl)=a+b=a-5 donc a—5=-2 < a=3 donc fi(x)=3x>-5.

Pour C; le sommetestS(0;—1) donc b=-1. Elle passe par A(1;—-3) donc f2(1)=-3
or fo(l1)=a+b=a-1 donca—-1=-3 < a=-2 donc fy(x)=—-2x*-1.

Pour C3 le sommetestS(0;7) donc b=7. Elle passe par A(1;3) donc f3(1)=3

or f3(1)=a+b=a+7 donca+7=3 < a=-4 donc fis(x)=—4x*+7.

Pour Cs le sommetestS(0;3) donc b=3.Elle passe par A(1;8) donc fs(1)=8

or fs(1)=a+b=a+3 donc a+3=8 < a=5 donc fa(x)=5x>+3.
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4) Les fonctions du type h(x) = a(x —xi1)(x —xz)

a) Quelques exemples :

Pour chacune des fonctions suivantes:

e Compléter le tableau de valeurs

e Tracer la courbe représentative, donner son axe de symétrie et les coordonnées de son
sommet. Préciser les coordonnées des points d'intersection de la courbe avec les axes
de coordonnées.

e Compléter le tableau de variations et le tableau de signes.

» hix)==-2(x-7)(x-1)

Tableau de valeurs :

0 1 2 3 4 5 6 7 8

h(x) -14 0 10 16 18 16 10 0 -14

Courbe représentative :

w

Axe de symétrie : la droite verticale d'équation x =4
Coordonnées du sommet:S(4; 18)

Intersections avec I'axe des abscisses: x =1 et x =7
Intersections avec I'axe des ordonnées : y=—14

Forme développée: — 2 (x =7 )(x —1)==2(x?—-x —7x +7)=—=2x%*+16x —14

Tableau de variations :

X - 4 + 00

o 18
variations / \
de h

Tableau de signes :

X — 00 1 7 + o0

signes de h(x) - 0 + 0 -
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» h(x)=3(x-2)(x+5)=3(x-2)(x-(-5))

Tableau de valeurs :

Tableau de variations :

X — 0 -1,5 + 00
de h — 36,75

Tableau de signes :

X -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 3
h(x) 24 0 -18 | -30 | -36 | -36 | -30 | -18 24
Courbe représentative :
Axe de symétrie : la droite verticale d'équation x =—1,5
Coordonnées du sommet :S(—-1,5;—36,75)
Intersections avec I'axe des abscisses : x =2 et x ==5
Intersections avec I'axe des ordonnées : y = — 30
» Forme développée: 3(x —2)(x +5)=3(x2+5x —2x —10)=3x2+9x —30

X — -5 + o0
signes de h(x) + 0 - 0 +
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b) A retenir :
hix)=a(x —x1)(x —x2)
» h est une fonction définie sur IR.
» C'est un polyndme de degré 2 ou un trinbme.
Eneffet a(x —x1)(x —x2) estlaforme factorisée d'un polynéme de degré 2.
ATTENTION : Tous les polynémes de degré 2 ne sont pas factorisables.
Pour ceux qui ne seront pas factorisables, la courbe ne coupera pas I'axe des abscisses.

» h est représentée par une parabole, tournée vers le haut si a est positif, tournée vers le bas
si a est négatif, et dont I'axe de symétrie est |'axe vertical passant par le milieu de x1 et x; .

» Le sens de variation de h dépend du signe de a.

Sia>0 Sia<0
- S + _ X1+ X2 .
X Q0 2 o0 X o0 2 o0
variations variations
de h de h

La parabole est tournée vers le haut.
La fonction h admet un minimum La fonction h admet un minimum

X1+ X2 . X1+ X2
2— . atteinten x = 2

La parabole est tournée vers le bas.

atteinten x =

» La parabole coupe I'axe des ordonnéesen x =x1 et enx =xz.
En effet, pour déterminer les intersections d'une courbe avec I'axe des abscisses, on cherche les
antécédents de 0 par la fonction donc on résoud I'équation h(x ) = 0.
Or hix)=0 <= a(x —x1)(x —x2)=0& a=0 ou x—-x1=0 ou
&> pas possible X =X1 ou
Donc 0 a deux antécédentsparh:x =x1 et x =xy.
X1 et xz sont les deux valeurs qui annulent h, on dit que ce sont les racines de h(x).

X—-x2=0
X =X2

> Signede h(x):

Sia>0 Sia<0
X — X1 X2 + o0 X -0 X1 X2 +
. + 0 - 0 + . - 0 + 0 -
signes . . . signes ) . .
de h signe signe signe de h signe signe signe
de a de—a dea de a de—a dea

» CAS PARTICULIER : x1 =X

Alors h(x)=a (x—x1) (x—x1) =h(x)=a (x—x1)2
La courbe de la fonction h ne coupe |'axe des abscisses qu'en un seul point d'abscisse x1 .

Signe de h(x):

Sia>0 Sia<0
X — 0 X1 + o0 X — o0 X1 + 00
. + 0 + . - 0 —
>1gnes signe signe slgnes signe signe
de h & & de h 8 g
dea dea dea de a
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c) Associer une courbe a une fonction du type h(x) =a(x —x1)(x —x2) :
La courbe doit couper I'axe des abscisses en deux points ce qui permet de trouver xi et xz.
Si la courbe ne coupe |'axe des abscisses qu'en un seul point alors on a x1 = xa.
Si la parabole est tournée vers le haut, a est positif. Si elle est tournée vers le bas, a est négatif.
Pour trouver a, on choisit un point de la courbe.
Par exemple M(x wm; ym) et on écrit que h(xm) = ym.
Il ne reste plus qu'a résoudre I'équation pour trouver a.

Exemples : Retrouver les fonctions associées a ces paraboles :

La courbe Cf coupe une seule fois |'axe des abscissesenx =—2 donc x1=x2 =—2
donc f(x)=a(x +2)% De plus Cs passe parle point M (0;2) donc f(0)=2

1(x +2)?

f(0)=ax2?2=4a donc 4a=2 < a= donc f(x)=§

472
La courbe C; coupe deux fois I'axe des abscissesen x1=—4eten x; =1
donc g(x)=a(x +4)(x —1).Deplus Cg passe parle point M (0;8) donc g(0)=8

8
g0)=ax4x(—1)=—-4a donc —-4a=8 < a=—Z=—2 donc g(x)=—2(x +4)(x —-1)
La courbe Ci coupe deux fois I'axe des abscissesen x1=2eten x; =5
donc h(x)=a(x — 2)(x —5).De plus Ch passe parle pointM (3;—-8) donc h(3)=-8

8
h(3)=ax1x(—-2)=-2a donc —2a=-8 < a=5=4 donc h(x)=4(x - 2)(x —-5)

La courbe Cx coupe une seule fois I'axe des abscissesenx =6 donc x1=x2 =6
donc k(x)=a(x—6) De plus Cx passe parle point M (4;—-8) donc k(4)=-38

8
k(4)=ax(—2)>=4a donc 4a=—-8 < a=-—

Z=—2 donc k(x)=-2(x—6)?
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d) Déterminer le signe d'une fonction du type h(x) =a(x —x1)(x —x2) :

Il faudra faire un tableau de signes :

X — o0 X1 X2 + 00
signe de a signe de a sighe de a sighe de a
signe de x —x1 - 0 + +
signede x —x2 - - 0 +
signe de h(x) signe de a 0 signede —a 0 signe de a
Exemples :
» Déterminerle signede h(x)=5(x +4)(x —1)
X — -4 1 + 0
sighe de a=5 + + +
signedex +4 - 0 + +
signedex —1 - - 0 +
signe de h(x) + 0 - 0 +

Donc  h(x)est positifsur]—oo;-4[U]1l;+xo]

h(x)estnulenx =—4 et x =1

h(x ) est négatif sur] —4; 1 [

» Déterminer le signe de h(x)

==3(x +5)

X — 0

-5

signedea=-3 -

signe de (x +5)32 +

signe de h(x) -

Donc  h(x)estnégatifsur]—oo;-5[U]-5;+wo]

h(x)estnulenx =—5
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e) Factoriser un polynéme de degré 2 si on connait une racine xi :

Si f(x)=ax?+bx +c et que f(x1) =0 alors f est factorisable et peut s'écrire :
fix)=a(x —x1)(x —x2).

On remplace a et xi par leur valeur respective, on développe et on égalise les coefficients
des termes de méme degré. On appelle cette technique, I'identification des polynémes.

Exemple :

f(x) =3x2+9x —12. Une racine de ce polynéme est x=—4.
Factoriser f.
— 4 est une racine donc x1=—-4
f peut alorss'écrire f(x)=3(x +4)(x —x2)
On développe f(x).

3(x +4)(x —x2)

=3(x*— xaxx +4x —4x2)

=3x2— 3xaxx +12x - 12 x2
Ona f(x)=3x> +(—3x2+12)xx +(-12x2)
Or f(x)= 3 x* + 9 xx + (—12)
On égalise les coefficients des termes de méme degré
—-3x2+12 =9 et —-12x=-12

La derniére équation permet de trouver x; =1

On peut alors vérifier rapidement que cette valeur vérifie la premiére équation.
Il ne reste plus qu'a écrire la forme factorisée de f en remplacant a, x1 et x2

par leur valeur respective.

fix)=3(x +4)(x —-1)

Exercice : Factoriser g(x) =—x 2+ 2x + 15 sachant que 5 est une racine de g(x).

5 est une racine donc x1=5
g peut alors s'écrire g(x)=—-1(x =5)(x —x2)
On développe g(x).

-1(x=-5)(x —x2)

=—1(x*=xoxXx =5x +5x2)

=—x%>+ XaxX +5x =5 x2

Ona g(x)=—x2 +(x+5)xx +(-5x2)
Or g(x)= - x> + 2 xx+ 15

On égalise les coefficients des termes de méme degré

15
x2+5 =2 et -5x=15 & X2=—?=—3

On peut alors vérifier rapidement que cette valeur vérifie la premiere équation.

Donc g(x)=—1(x—5)(x+3)
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