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TSpé DEVOIR SURVEILLE N°3(2h)

Calculette mode examen / 40

2 points de bonus

Les éléves ayant un tiers-temps ne font pas les questions précédées de @.

Exercice1: QCM Entourer la bonne réponse. (6,5 points)

Pour les questions 1 et 2, on considére une fonction f définie et deux fois dérivable sur R.
La courbe de sa fonction dérivée f'est donnée ci-dessous.

. 3 . .
On admet que f' admet un maximumen — 5 etquesa courbe coupe I’axe des abscisses au point de

coordonnées (— %; 0).

Question 1 :

1) Lafonction f admet un maximum en —;

1] e NN
2) La fonction f admet un maximum en —% ] PN,
3) Lafonctionfadmetunminimumen—% iJEREUNREIRREANRE S \ ]
4) Au point d’abscisse —1, la courbe de la fonction EEEE T YT
f admet une tangente horizontale. Lt - [ ] \ |

Question 2 :

1) Lafonctionfestconvexesur]—oo;—i[ e S ! L W
i - T T C
pp

1

2) Lafonction f est convexe sur | — co; —~|

3) Lacourbe de la fonction f n’admet pas de point d’inflexion.

4) La fonction f est concave sur | — oo; —%[

Question 3 :
On considére la fonction g définie sur R par g(x) = xe*".
La fonction dérivée de g est la fonction g ‘ définie sur R par :

1) g'(x) = 2xe*  2)g'(x) = (1 + 2x)e* 3)g'(x) = (1 + 2x2)eX  4)g'(x) = (2 + x)e*

Question 4 :

On suppose que g est une fonction dérivable sur I’intervalle [—4 ; 4].
On donne ci-contre la représentation graphique de sa fonction dérivée g'.
On peut affirmer que :

1) g admet un maximum en —2
2) g est croissante sur I’intervalle [1; 2] :
3) g est convexe sur I’intervalle [1 ; 2]

4) g admet un minimum en 0 bR —— ”W L

Question 5 :
, , . 3e7*— ) .
Pour tout réel x, I’expression 2 + =y estégale a:
e
5—3e* 5+3e* 5+3e* 5—3e*
1) 2) 3) 4)
1+e”* 1—e”* 1+e”* 1—-e”*



Exercice 2 : Calculer les limites des suites suivantes en détaillant les justifications. (13 points)

_a\" 1 _ 2 ok
u, = (3) + = v, =—-n+n t, = @n
-6n2+1 sin(n)
kn=— = L~ hy = 0+ (=1)"
@EXxercice 3 : (7 points)

Soit (u,,) la suite définie par u, = —1 et, pour tout entier naturel n : u,,,; = 0,9 u,, — 0,3
a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, —3 < u,
b) Démontrer que pour tout entier naturel n: u,,; —u, <0
c) Démontrer que la suite (u,,) converge.
d) Onadmet que u,, = 2 X 0,9" — 3. Calculer la limite de (u,)

Exercice 4 : (15,5 points)
Au début de I’année 2020, une population comptait 600 individus. On considére que I’espéce sera menacée
d’extinction sur cette ile, si sa population devient inférieure ou égale a 20 individus.
Le biologiste modélise le nombre d’individus par la suite (u,,) définie par :
uy, =0,6
{unﬂ = 0,75u, (1 - 0,15u,)

ou pour tout entier naturel n, u,, désigne le nombre d’individus, en milliers, au début de I’année 2020+n.

1) Estimer selon ce modéle, le nombre d’individus, en milliers, au début de ’année 2021,
puis de I’année 2022.

Soit f la fonction f définie sur I’intervalle [0 ; 1] par : f(x) = 0,75x(1 — 0,15x)

2) Montrer que la fonction f est croissante sur I’intervalle [0 ; 1],
Puis dresser son tableau de variations.
3) Résoudre dans I’intervalle [0 ; 1] I’équation f(x) = x.

On remarquera pour la suite de I’exercice que, pour tout entier naturel n, u,,1 = f(u,)

4) a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 < u,,4; <u, <1
b) En déduire que la suite est convergente.
c) On admettra que la limite € de la suite vérifie: €=0,75¢(1—-0,15¢). Déterminer €.

5) Le biologiste a I’intuition que I’espéce sera menacée tot ou tard d’extinction.
a) Justifier que selon ce modele le biologiste a raison.
b) Le biologiste a programmeé en langage python la fonction menace() ci-dessous :

def menace()
u=0,6
n=0
while u > 0,02
u=0,75*u*(1-0,15*u)
n=n+1
return n

Donner la valeur numérique renvoyée lorsqu’on appelle la fonction menace()
Interpréter ce résultat dans le contexte de 1’exercice.



Correction du DS3

Exercice 1 :
Question 1: 2) Question 2 :1) Question 3 : 3) Question 4 : 3) Question5: 1)

Exercice 2 :
1) On a une suite géométrique de premier terme 1 et de raison g= g avec q = g >1
n
Donc lim (i) = 4+

n—+oo \3

. 1 ) L .
Deplus lim (=) =0 D ’ou par somme des limites, on a lim (u,) = +ow
n-+oco N n-+oo

2) lim (n®) =+

n—+oo
lnzt (—n) = —o  D’ou par somme des limites,on a une forme indéterminée FI du type: 400 —
n—>+oo
On factorise: v, = —n + n? = —n(1 — n)
lltrn (—n) = -
n—>+oo
lu+n (1—-n)=- D ’ou par produit des limites, on a : liin (Vp) = +oo
n—+oo n—>+oo
3
" 3 3., 9.n
3) Ona.tn —@— (EXE) = (E)
On a une suite géométrique de premier terme 1 et de raison g = 130 avec —1 < i <1
Donc lim (tn) =0
n—-+oo
4)  lim (-6 n*+1)=—-ow
n—>+0oo
lim (2n—4) =+ D ’oil par quotient on a une forme indéterminée F1 du type : —
n-+oo o
—6n2+1 n(—6n+ %) —6n +%
On léve l'indétermination: = =
2n—4 4 4
n2--) 2 ——
n n
lim (—-6n + —) = -
n—-+oo
ll1n (2- —) =2 D’ou par quotient des limites, on a : ll111 (u,) = —w
n—->+oo n—-+oo
. . -1 sin(n) 1 2
5) Pour tout n entier naturel non nul,ona: —1 < sin(n) < 1 donc Py < : < = carn® >0
-1
lim(—)=0
n—-+oo n
lif’ (%) = et grace au théoréme des gendarmes, on peut donc dire que liT (gn) =0
n—+oo n—»+oo

6) La suite (—1)™ n’a pas de limite, elle vaut —1 ou 1 selon la parité de n.
On factorise n3: n3 + (—=1)"=n3(1 +( 1) —)

. n
~1< (-1)" <1dou fnig < ﬁn—%L < nig carn®>0
n
Comme pour la suite précédente, avec le théoréme des gendarmes, on a : lnzz (( O] )=20
n—->+oo
llin (H=1 D ot par somme des limites,on a lu+n (1+ - 1)
n—-+oo n—+oo
De plus ln+n (n®) = +oo
D ’ou par produit des limites, on a : lim (h,) = +»

n-+oo

Exercice 3 :



a) Reécurrence
Initialisation :
Ona:uy,=-1 Or-3<-1 donc la propriété est veérifiée pour n = 0.

Héredité :
On suppose qu’il existe un entier naturel k, tel que Py est vraie ¢’est-a-dire que —3 < uy,
Et on démontre que Py, est vraie c’est-a-dire que —3 < Up4q
Ona: -3 <u donc —3 x 0,9 < 0,9 X uy car0,9>0
donc —2,7 < 0,9uy,
donc —2,7 — 0,3 < 0,9u;, — 0,3
donc —3 < uy4q
Donc Py, est vraie
Donc la propriété est héréditaire
Conclusion :
Ona P, vraie
B, est héréditaire
Par principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout entier naturel n.

b) Pour tout entier naturel n, u,4; —u, =09u, - 03 -u, =-01u, —0,3
Or-3<u, donc-3x(-0,1) >u, x(—0,1) donc 0,3 > —0,1u,
Doncuyy; —u, <0
Donc on en déduit que la suite (u,,) est décroissante.

c) Lasuite (u,) est décroissante et minorée par —3 .
Gréace au théoréme de convergence monotone,
On peut dire que la suite (u,,) converge vers une valeur supérieure ou égale a —3

d) Onadmetqueu, =2x09"—3.
Ona: —1<0,9 < 1donc lim(0,9)*=0donc lim 2 x (0,9)"=0
n—->00 n—>00
Deplus lim —3=-3

n—-+oo

Donc par somme des limites on a lim u,= —3

n—-oo



Exercice 4 :

gy = 0,6
Upey1r = 0,750, (1—0,15u,)

ol pour tout entier naturel n, i, désigne le nombre d'individus, en milliers, au début de
I'année 2020 + n.

1.

= 2021 correspond a n = 1, donc u; = 0,751 > (1 —0,1515) = 0,75 % 0,6 =< (1 —0,15 =

0,6) =0,45 % (1 —-0,09) = 0,45 x 0,91 = 0,4095 soit environ 410 individus.

= 2022 correspond a n =2, donc 1> =0,75u; x (1 —-0,15u,) =0,75x0,4095 % (1-0, 15 %
0,4095) =0,307 125x (1—-0,061425) = 0,307 125x0,938575) = 0,288 2 soitenviron 288 in-

dividus.

Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0; 1] par

2. f estune fonction polynéme dérivable sur R, donc sur [0; 1] et sur cet intervalle :

flx)=0,75x(1—-0,15x).

f'(x) =0,75(1 —0,15x) —0,75x x 0,15 = 0,75 —0,1125x —0,1125x = 0,75 — 0, 225x.
Oro<x<1=0<0,225x < 0,225 = —0,225 < —0,225x < 0=
0,75-0,225 < 0,75—0,225x < 0,75 ou enfin 0,525 < f’(x) <0, 75.

Sur [0; 11, f'(x) = 0, donc fest strictement croissante de f(0) =0a f(1)=0,75x 0,85 =

0,6375.

3. Sur [0; 1], f(x)=x = 0,75x(1-0,15x) = x = 0,75x(1-0,15x) —x =0 =
x[0,75(1-0,15x)-1] =0 = x(0,75-0,1125x—1) =0 = x(-0,25-0,1125x) =0

On remarquera pour la suite de I'exercice que, pour tout entier naturel n, u,.; = f(ug).

4.

X = (ou X = 0ou X =
£ = 0.25
-0,25-0,1125x =0 -0,25 = 0,1125x =

TDI1E%

Ur—{fl_ﬁ. < (0 donc dans [0; 1], 5=1{0L

Oou
X

a. Initialisation: onavuque 0 < 0,4095< 0,6 <1, 50it 0 < 1y < up < 1: la relation

est vraie au rang 0;

Hérédité : Supposons que pour n € R, on ait :

0 < Upy < Uy = 15 1a fonction [ etant strictement croissante sur [0; 1], on a

donc: f(0) < [(up+) = [ (ug) = f(1),
soit puisque f{0)=0et f(1)=0,75=(1-0,15)=0,6375< 1:

0= Uy = Uy = 1:1arelation est donc vraie au rang n+ 1.

Conclusion : la relation est vraie au rang 0 et si elle esl vraie au rang n nalurel

quelcongue, elle est vraie au rang i+ 1 : d'aprés le principe de récurrence :

Pour tout entier naturel 7, 0 < tpy < Up = 1.

b. La suite (u,) est d'aprés la question précédente décroissante et minorée par 0;

elle est donc est convergente.

c. On avu a la question 3) que la seule solution de f(x) = x sur [0 ;1] est O
Donc €=0

a. L'élude précédente a montré que le nombre d'individus décroit, donc le biolo-
gisle a raison puisque la limite de la suite du nombre d'individus est égale a zéro.

b. L'algorithme calcule les termes de la suite tant que ceux-ci sont supérieurs a 0,02

lls’arréte a n =11 car up = 0,019

I'espice sera donc menacée d'extinetion en 2031.



