FICHE DE REVISIONS 1 La loi binomiale, les probabilités et les suites CORRECTION

Exercice 1 : 40 minutes
Métropole 8 septembre 2022 Exercice 2

1. a Onap(M)=0,7,donc p [T«ar] =1-0,7=0,3.
Or p[Hﬂﬁ] =0,06 — p[ﬁ] * pﬁ[ﬁ],suit

0,06=0,3x pgz (G| = pz[G) =02

b.
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¢. On calcule p [ﬁm G] =p [ﬁ] x pppiM)=0,3%0,8=0,24.
d. Onade méme p(MnG) =p(M) = py(G)=0,7%0,6 =0,42,

D'aprés la loi des probabilités totales :
plG)=pMNG)+p [Hn G|=0,42 +0,24 = 0,66.
plGAM  pMnG 042 42 21 7

— — = = — = — = — = (0,64 = 0,5. L'affir-
piG) plG) 0,66 66 33 11

2. On calule pg(M) =
mation est exacte.

3. a. Onaletableau de probabilités suivant :

évenement MnG MNG MnG MnG
probabilité 0,42 0,28 0,24 0,06
dépense 17 12 5 0

b. D'aprés le tableau précédent :
ETN=17=0,42+12=0,2845%x0,24+0=0,06=7,144+3,36+1,2=11,7.

Ceci signifie que sur un grand nombre de visiteurs la dépense moyenne par visi-
teur est égale a 11,70 €.

€. Soit ¥ le nombre minimum de visiteurs , x doit vérifier :

700 700
1,7xx>700 — x> —.0Or — = 59,8.
11,7 11,7

Il faut donc qu'il y ait au moins 60 visiteurs.

4. Soit g le prix & payer pour visiter la grotte ; le tableau de probabilités devient :

événement MnG MnG MnG MnG
probabilité 0,42 0,28 0,24 0,06
dépense 12+g 12 g 0

Lespérance devient :

E=0,42(124g)+12x0,28+0,24x g +0x0,06 = 5,04+0,42g+3,36+0,24g = B,440,66g.

Le responsable veut que :

8,4+0,66g =15 < 0,66g =6,6 < g=10.

Le prix d'entrée a la grotte doit passer & 10 euros.

5. Le nombre de visiteurs étant suffisamment grand pour que le tirage puisse étre considéré avec remise, on peut donc considérer

que I'on effectue donc 100 tirages identiques et indépendants donc n = 100.
On appelle succes I'événement G : " le client a visité la grotte " et p = P(G) = 0,66.

On appelle X la variable aléatoire qui compte le nombre de succes.
X suit donc une loi binomiale de paramétres n =100 et p = 0,66.

1l faut donc trouver p(G > 75). La calculatrice donne P(G < 75) = 0,9797, donc P(G >
75) = 1-0,9797 soit environ 0,020 3, donc 0,020 au millieme prés.



Exercice 2 : 50 minutes
Amérique du sud 26 septembre 2022 Sujet 2 Exercice 1

PARTIEA
Le systeme d'alarme d’une entreprise fonctionne de telle sorte que, si un danger se présente,

I'alarme s’active avec une probabilité de 0,97. La probabilité qu'un danger se présente est de
0,01 et la probabilité que I'alarme s'active est de 0,014 65.

On note A l'événement «'alarme s'active » et D I'événement « un danger se présente ».
On note M I'événement contraire d'un événement M et P(M) la probabilité de I'évenement
M.

1. On représenter les éléments de la situation que I'on connait par un arbre pondéré.

2. a. Laprobabilité qu'un danger se présente et que l'alarme s’active est :
P(DnNA)=0,01x0,97 =0,0097.

b. On en déduit que la probabilité qu'un danger se présente sachant que I'alarme
P(DnA)  0,0097 ~0.662

P(A)  0,01465
3. La probabilité que I'alarme s’active sachant qu'aucun danger ne s'est présenté est :

p(AnD)
p(D)
On sait que P(A) =0,01465.
D'apres la formule des probabilités totales : P(A) =P (DN A)+ P {Bn A).

s'active est: P4(D) =

P5(A) =

On déduit : P(A) - P(DN A) = P (Bn A). donc P (Bn A) = 0,01465 —0,0097 = 0,004 95.
P(AnD) ~ 0,00495
p(B) 0,99

On peut compléter 'arbre :

Donc P5(A) = =0,005.

/2‘97/A
D

%I

0,005 A

1%2

=0,995

ol

4. On considére qu'une alarme ne fonctionne pas normalement lorsqu'un danger se pré-
sente et qu’elle ne s'active pas ou bien lorsqu'aucun danger ne se présente et qu'elle
s'active.

Cette situation est représentée par les événements DnA et DN A.
La probabilité que I'alarme ne fonctionne pas normalement est donc :

P(DnX) v P[En A) =0,01 x 0,03+ 0,99 x 0,005 = 0,00525 < 0,01.



PARTIE B

Une usine fabrique en grande quantité des systémes d'alarme. On préléve successivement
et au hasard 5 systemes d'alarme dans la production de ['usine. Ce prélévement est assimilé
4 un tirage avec remise. On note 5 I'événement « I'alarme ne fonctionne pas normalement »
et on admet que P{8) =0,00525.

On considére X la variable aléatoire qui donne le nombre de systémes d'alarme ne fonction-
nant pas normalement parmi les 5 systémes d'alarme prélevés,
1. On a une répétition de 5 épreuves considérées comme des tirages avec remise, on peut donc considérer
que l'on effectue 5 tirages identiques et indépendants donc n = 5.
On appelle succés I'événement S : " I'alarme ne fonctionne pas correctement " et p = P(S) = 0,00525.

On appelle X la variable aléatoire qui compte le nombre de succes.
X suit donc une loi binomiale de parametres n =5 et p = 0,00525.

2. La probabilité que, dans le lot prélevé, un seul systéme d'alarme ne fonctionne pas

5 5
normalement est: P(X =1) = [1] ® [!I.Il]Il]:"nESl = (11— D,DDEEEJJ'] = 0,0257.

3. La probabilité que, dans le lot prélevé, au moins un systéme d'alarme ne fonctionne
pas normalement est :

]

PIXZ21)=1-PX=0)=1- (UJ x 0,00525" x (1-0,00525)* = 0,0260.

PARTIEC

Soit mun entier naturel non nul. On préléve successivement et au hasard n systémes d'alarme.
Ce prélevement est assimilé 4 un tirage avec remise.

On cherche le plus petit entier i tel que la probabilité d’avoir, dans le lot prélevé, au moins
un systéme d’alarme qui ne fonctionne pas normalement soit supérieure 4 0,07,

Comme dans la partie B, la variable aléatoire Y qui donne le nombre de systemes d'alarme
défectueux suit une loi binomiale de parametres n et p = 0,005 25.

On cherche n tel que P(Y = 1) > 0,07.

P(Y=21)>0,07 <= 1-P(Y =0)>0,07 < 0,93> P(Y =0)

P(Y=0)<0,93 = x 0,00525" x (1 -0,00525)" <0,93 < 0,99475" < 0,93

donc il faut prélever au moins 14 systemes d'alarme pour que la pro-

babilité d’avoir, dans le lot prélevé, au moins un systeme d’alarme qui ne fonctionne pas
normalement soit supérieure a 0,07.

Vérification a la calculatrice
e Pourn=13,ontrouve P(Y > 1) =0,0661 <0,07.

e Pour n=14,on trouve P(Y > 1) =0,0710>0,07.



Exercice 3 : 45 minutes
Asie 18 mai 2022 Sujet 1 Exercice 4

Dans cet exercice, on modélise le développement d'une bactérie avec les hypothéses sui-
vantes : cette bactérie a une probabilité 0,3 de mourir sans descendance et une probabilité
0,7 de se diviser en deux bactéries filles. Pour tout entier naturel i, on appelle p, la proba-
bilité d'obtenir au plus n descendances pour une bactérie.
On admet que, d'apres ce modeéle, la suite (p,,) est définie de la fagon suivante :
Po = 0,3 et, pour tout entier naturel n, p,,,, =0,3+0,7p>.

1. La feuille de calcul ci-dessous donne des valeurs approchées de la suite (p,)
a « p;=03+0,7%0,32=0,3+0,7 x 0,09 =0,3 +0,063 = 0,363;
o p2=0,3407x 0,363 =0,340,7=0,131769 =0,3 +0,0922383 = 0,3922383.
b. La probabilité d'obtenir au moins 11 générations de bactéries 4 partir d'une bac-

térie de ce type est égale 4 1 - pyp = 1 -0,42802018 = 0,57117182 = 0,571 au
millieme prés.

¢. D'aprés le tableau la suite  p,,) semble étre croissante et semble aussi avoir une

limite puisque les quatre derniers résultats commencent par 0,4285...
2. a. Onveut démontrer par récurrence sur 1 que, pour tout entier naturel n, 0 < p, <

Pre1 = 0,50
Initialisation: Ona 0= 0,3 < 0,363 £ 0,5, soit 0 < py << p; = 0,5 : la relation est
vraie au rang 0.
Hérédité : soit n € 1 et supposons que 0 < py, < pPpe = 0,5,
5i ces nombres positifs sont rangés dans dans cet ordre, leurs carrés aussi, soit
0 < p3 < pi,, <0,5%, puis en multipliant par 0,7 :
0<0,7=p2 <0,7=p>, | =0,7x0,5 et enfin en ajoutant i chaque membre 0,3 :
0,3<0,3+40,7xp5<0,3+0,7xp.,, <0,3+0,7x0,5, soit
0,3 < ppi1 £ Prez = 0,475, On peut donc écrire :
0= Pryl = Poez = 0,51 larelation est vraie au rang n + 1.
Conclusion : la relation est vraie au rang 0 et si elle vraie au rang n € M, elle est
encore vraie au rang n 4+ 1 : d'apres la principe de récurrence, pour tout entier
naturel n, ona0 < p, < pPpe < 0,5

b. Le résultat précédent montre que la suite (p,) est croissante et majorée par 0,5
elle est donc convergente vers une limite L telle que L < 0,5.

3. a. Puisque lim p,= lim pp.1 =L, larelation de récurrence donne :
n—=4o0 M—= 400

L=0,3+0,71% & 0,7L*-L+0,3=0

L est solution de I'équation 0,7x% - x+0,3 =0.
b. OnaA=1-4x%0,7x0,3=1-0,84=0,16 =0,4% > 0. [l ya donc deux solutions :
1+0,4 1-0,4 06 6 3

1= =1, et Lz= —_— = - ,43
2x07 1,4 14 7

On ne peut retenir la solution L; puisque (p,) est majorée par 0,5. Il reste donc
La: nl—i-r-lj-]mpﬂ - %
4. La fonction suivante, écrite en langage Python, a pour objectif de renvoyer les n pre-
miers termes de la suite [p,).
On compléte, les lignes 2, 4 et 5 de cette fonction de facon 4 ce que la fonction suite
(n) retourne, sous forme de liste, les n premiers termes de la suite.

def suite(n)

p=20.3

s = [p]

i in range (n - 1)
p = 0.3+0.T+p*p
&.append(p)
return (s)

=l @ W -
H
o
=1




Exercice 4 : 35 minutes
Amérique du nord 19 mai 2022 Sujet 1 Exercice 1

1. a. Uarbre complété avec les valeurs disponibles :

o

2V

= \_
9 TR
50
1
T0 R

1 _/
9 R
10

b. D’aprés la formule des probabilités totales :
— — 1 2 1 1 7
p(R) = p(RN V}+p[Rva = py(R) x p(V) + pp(R) % ,z;.(v]:E S x o=
¢. On cherche la probabilité : pr(V]).

1 2
RnV) 35073 2
D'apreés la formule de Bayes, pr(V) = p{p R } = 507 3 _ =
150

2. a. On a une répétition de 20 épreuves identiques et indépendants donc n = 20.
On appelle succés I'événement V : " Paul prend son vélo pour se rendre a la gare " et p=P(V) = % .
On appelle X la variable aléatoire qui compte le nombre de succés.

X suit donc une loi binomiale de paramétresn =20 et p = % .

20 2 5 2 20-10
b. p(X:]lJ}:( ]x[—) x(]——] =(,054.
10 3 3

c. p(X=10)=1-p(X<10)=1-p(X <9) =0,962
d. Calculons I'espérance E(X) de cette loi binomiale : E(X)=nx p=20x %: ? = 13,333
En moyenne, il se rendra a la gare en vélo 13,33 jours par mois soit 13 jours a I'unité pres.
3. Calculons l'espérance de la loi de probabilité de T :

E(t)=0,14x1040,13x11+4+0,13%x124+0,12x1340,12x 14+0,11x 1540, 10x 16+0,08 x 17+0,07 = 18
=13,5

[l mettra en moyenne 13 minutes et demie pour se rendre a la gare en voiture.



Exercice 5 : 45 minutes
Ameérique du nord 19 mai 2022 Sujet 2 Exercice 1

1. L'arbre complété avec les valeurs disponibles :

0,16 By

0,24 Ay
G,S B /
1 \

0,76 By

2.  a. Utilisons la formule des probabilités totales pour calculer a; = p(A>) :
az = p(AanAy)+ p(Az N By) = pa, (A2) x p(Ay) + pp, (A2) x p(B,)
=0,84x0,5+0,24 x0,5=0,54. Donc a, =0,54.

b. Utilisons la formule de Bayes pour calculer p4,(B;) :
p(A2nB1)  pp,(A2) x p(By) 0,24x0,5
p(Az) p(A;) 0,54

=0,222

3. a. Onremarquera au préalable que, Yne N*, a, + b, = 1.
L'arbre complété avec les valeurs disponibles :

0,84 ArHl
A —
[r b \\\
0,16 Bn+
0,24 4 0
l-a, B, < n

0,76  Bn+1
b. Utilisons la encore, la formule des probabilités totales pour déterminer a,,, en fonction
de a,, pour tout entier naturel non nul :

YreN, ayy = PlAps1NAp)+ p(Ap 1 NBy) = P, (An+1) % p(Ap) + PB, (An+1) % p(By)
=0,84x p(A,)+0,24x p(B,)=0,84 a,+0,24 b,,.OrVYneN*, b, =1-a,.

DoncWVnelM*, a,,1=0,84 a,+0,24(1 - a,)=0,6 a, +0,24
c. Montrons par récurrence que Yn e N*, a, =0,6-0,1x0,6"!.
Initialisation : a; =0,6—0,1x% 0,671 =0,6—0,1 =0, 5. Linitialisation est vérifiée.
Hérédité : Soit n € N*, et supposons que a, =0,6—-0,1 x0,6"!.
Montrons que a,,, =0,6-0,1x0,6".
D’apres la question précédente,a,; = 0,6 a, + 0,24, donc en utilisant 'hypothése de ré-
currence,
an+1=0,6(0,6-0,1x0,6"")+0,24=0,36-0,1x0,6x0,6""* +0,24 =0,6-0,1x0,6".On
obtient ce qu'il fallait démontrer. Lhérédité est démontrée.
Conclusion : La proposition est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n, elle 'est aussi
au rang n + 1. D’aprés 'axiome de récurrence, Vne N*, a, = 0,6 0,1 x0,6""".



d.

lim 0,6" '=0car0,6€]—1:1[. Donc lim a, =0,6.

n—+oo n—+0o0
Cela signifie qu'au bout d'un certain temps, la probabilité qu'un vélo soit a la station A est
de 60 %.

. Résolvons : a,, =0,599. a,, = 0,599 < 0,6—-0,1x0,6"! >0,599

e —0,1x0,6"1=-0,001 > 0,6"!<

—0,001
—-0,1

— uJ E”_ 1 g

100°

A la calculatrice,

La probabilité que le vélo se trouve au point A est supérieure a 0,599 a partir du 11-ieme
jour.



