FICHE DE REVISIONS POUR LE DS3 Suites et limites de suites

ﬁgmu’cel 207

Cet exercice est un questionnaire d choix multiples. Pour chacune des questions, trois réponses sont proposées, dont une seule
est exacte. On ne demande pas de justification. 1l est attribué 1 point si la réponse est exacte. Aucun point n’est enlevé en
Pabsence de réponse ou en cas de réponse fausse.

1 pt La quantité 3" + 2 x 3" est égal a :
a. 3"(3"+2) b. 3" +5" c. 3!

1 pt Si la suite (u,) est définie par ug =2 et u,; = 2u2 +u,, :
a. u; =5 b. u, =200 c. La suite (u,,) est croissante.

1 pt Si la suite (u,,) est géométrique alors on peut avoir :

25} =1 _
a. u, =(n+1)> b. 1 1 c. | Mo=3
Ups1 =(;+F)”n Upil = ~Uy

1 pt Si la suite (u,,) est arithmétique alors on peut avoir :

2 up=3 _3
a. u,=n"+3 b'{un+1:un+n C. Uy =gmn 3
o . L 1-4n
1 pt La limite quand n — +co de la suite de terme général u, = est:
a. -1 b. -4 c. +oo

ggmaa'an

10 pts On rédigera en détail, la détermination de chaque limite.

Calculer la limite quand n tend vers +co de la suite de terme général u,, = 2n? + 3n +5.

. . " n+2
Calculer la limite quand n tend vers +co de la suite de terme général v, = R
— n

1
Calculer la limite quand n tend vers +oo de la suite de terme général w,, = T X (—n2 -n+1 )
o n

-3e"+6
Calculer lim e ro
n—+oco e 47

. (=)
Calculer lim +2
n—+00 n

ggmu'ce3 Limete et comparacson

cos(n)
eﬂ

3 pts Soit la suite (u,) définie pour tout entier n > 1 par u,, =1+

Démontrer que, pour tout entiern>1:1-e "<y, <1+e"

En déduire la limite de la suite (u,,).



dgmcéceﬁ

12 pts On considere la suite (u,,) définie par uy = 10000 et pour tout entier naturel n :

.1 = 0,951, + 200.
Calculer u; et vérifier que u, = 9415.

a. Démontrer, a I'aide d’un raisonnement par récurrence, que pour tout entier naturel # :

1, > 4000.

b. Démontrer que la suite (u,,) est décroissante.
c. Démontrer que la suite (1,,) est convergente.

Pour tout entier naturel 7, on considere la suite (v,,) définie par : v,, = u,, —4000.
a. Calculer vy.
b. Démontrer que la suite (v,) est géométrique de raison égale a 0,95.
c. En déduire que pour tout entier naturel » :

1, = 4000+ 6000 x 0,95".

d. Quelle est la limite de la suite (u,,)? Justifier la réponse.

En 2020, une espéece animale comptait 10 000 individus. L'évolution observée les années précédentes conduit a
estimer qu’a partir de I'année 2021, cette population baissera de 5 % chaque début d’année.

Pour ralentir cette baisse, il a été décidé de réintroduire 200 individus a la fin de chaque année, a partir de 2021.

Une responsable d’une association soutenant cette stratégie affirme que : «’espece ne devrait pas s’éteindre,
mais malheureusement, nous n'empécherons pas une disparition de plus de la moitié de la population ».

Que pensez-vous de cette affirmation ? Justifier la réponse.



CORRECTION
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Cet exercice est un questionnaire a choix multiples. Pour chacune des questions, trois réponses sont proposées, dont une seule
est exacte. Le candidat complétera le tableau de la page 3 qui sera ramassé 20 minutes apeés le début de I'épreuve. On ne
demande pas de justification. Il est attribué 1 point si la réponse est exacte. Aucun point n'est enlevé en l'absence de réponse
ou en cas de réponse fausse.

1 pt La quantité 3" + 2 x 3" est égal a :

a. 3"(3"+2) b. 3"+ 5" c. 3l

3" 42x3" =314 2x3%]
=3"x(2+1)

=3x3"
:3n+1

[La bonne réponse est c. ]

1 pt Si la suite (u,,) est définie par uy =2 et u,; = 2u? +u,, :
a. u; =5 b. u; =200 c. La suite (u,,) est croissante.

On a u,, = 2u? +u,, d'ou on déduit u,,; —u, = 2u>..

Ainsi pour tout entier naturel 7 :u2 > 0 car le carré d’un réel est toujours positif.
En multipliant par 2 > 0, on a pour tout entier naturel n :u,,; —u, > 0.

Ce qui prouve que la suite (u,) est croissante.

[La bonne réponse est c. ]

1 pt Si la suite (u,,) est géométrique alors on peut avoir :

ul :1 u :3
a. u,=(n+1)>2 b. 1 1 C. 0
Upt1 :(;"‘ﬁ)”n Uyl = —Uy

Si la suite (u,) est géométrique alors pour tout entier naturel n, on a u,, = qu,, ou g désigne une constante. Or
danslec. ,onau,,; =-u,=-1xu,

[La bonne réponse est c. ]




1 pt Si la suite (u,,) est arithmétique alors on peut avoir :

=3 3
a. u, =n*+3 b. " c. u,=—-n-3
Upyl = Uy + 1 4

Si la suite (u,) est arithmétique alors pour tout entier naturel n, on a u,,; —u,, = r ou r désigne une constante.
Ordanslec. ,ona

3 3
Uyl — Uy :Z(n+1)—3—(£—ln—3)
3 3 3
—Zn+z—3——n+3
3
4

[La bonne réponse est c. ]

1-4n

1 pt La limite quand #n — +co de la suite de terme général u, = est:

a. -1 b. -4 C. +oo

1 1
lim —=0donc lim —-4=-4
n—+oo 1 n—+oo 1

[La bonne réponse est b. ]

fggxma‘oeé‘

10 pts On rédigera en détail, la détermination de chaque limite.

Calculer la limite quand # tend vers +co de la suite de terme général u,, = 2n? + 3n + 5.

u, =2n*+3n+5

3 5
=n? (2 =+ —)
n n?
3 5
Comme lim == lim — =0ona:
n—+oo 1 N—o+o0 1
lim (n?)=+oco0
e 3 5 Par produit lim u, =+oc0
lim (2+—+—2):2 n—+oo
n—+oo n n

lim u, =+o0
n—+oo



n+2

Calculer la limite quand n tend vers +oo de la suite de terme général v, = o
n

. 1 . 1 .2
Comme lim — = lim — = lim — =0
n—+o0 1 H—+co 11 n—+oo N

n—+00

Calculer la limite quand n tend vers +co de la suite de terme général w, = T X (—n2 -n+ 1).
o n

\Vn n  n?
—nzx(l 1+1)
W\ n n?

e 1 Par produit lim w,=-oc0
lim (-1-—+-5)=- e
n—+oo n n2

lim w, = -o0

n—+oo
-3e"+6
Calculer lim ¢ Fo
— n—+oco 2" 47
P . -3e"+6
osons X, = ———
" 2en47
. -3e"+6
T en 47 6
e" (—3 - —)
e (2 + 1)
e?l
_ —3-6e™"
T 24 7e
n 1
On remarque alors : e7" = (—) avec — ~ 0,37 .
e e
On utilise alors le résultat suivant :
Propreére 7
Si-1<g<1,alors lim ¢"=0
n—+oo
1 P
Comme ~1 < — <1, ondéduit lim ,-n_.
e n—+oo 4
lim x,=0

n—+co



_1\n
Calculer lim (( ) +2)

n—+oo n

On utise ici le théoréme des gendarmes :

VneN -1<(-1)"<1
1 -nH"* 1
——5( ) < — en divisant par n> 0
T ey
-——+2<
n

. 1
lim ——+2=2

n—+oo n

(-D"

n

+2=2

le théoreme des gendarmes s’applique lim
n—+oo

lim —+2=2
n—+oco 1

[hm G4V+2:2

n—+oo n

fggmm34mum¢mmm

cos(n)

3 pts Soit la suite (u,) définie pour tout entier n > 1 par u, =1+ p

Démontrer que, pour toutentiern>1:1-e" <u, <1+e™"
On utise ici le théoréme des gendarmes :

VneN —1<cos(n)<1

1 cos(n 1 ..
-—— < (n) < — en divisant par " >0
e e e
1 cos(n
1-—<1+ (1)
en e

1 .
<1+ — en ajoutant 1
en

l-e"<u,<l+e"car— =e"
e

En déduire la limite de la suite (u,,).

lim -1-e"=1

koo le théoreme des gendarmes s’applique lim u, =1
lim 1+e"=1 n—+00
n—+oo
On utilise le résultat obtenu a l'exercice 2, a savoir : lim e =0

n—+oo

lim u,=1
n—+oo



:ggxmo‘ceél

12 pts On considere la suite (u,,) définie par uy = 10000 et pour tout entier naturel n :

U1 = 0,951, + 200.

Calculer u; et vérifier que u, = 9415.

* 171 =0,95xuy+200=0,95x10000+200=9500+ 200 =9700.
* u;=0,95%xu7+200=0,95x9700+200=9215+200=9415.

[ul =9700 et on a bien u, =941 5.]

a. Démontrer, a I'aide d’un raisonnement par récurrence, que pour tout entier naturel n :

u, >4000.
Montrons par récurrence sur 7 la propriété m(n) : « u, > 4000 ».

#  Initialisation :
ug=10000et 10000 > 4000
Donc la propriété est vraie au rang 0.

# Hérédité : soit k > 0 un entier fixé. On suppose que u; >4000.(HR)
On veut prouver que u,; > 4000

gy = 0,95 +200

u; > 4000 d’apres (HR)
0,95ug > 0,95%x 4000 en multipliant par 0,95 >0
0,95u; +200>0,95%x4000+ 200 en ajoutant 200
ugq > 400 car 0,95x4000+200=4000

# Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire donc le principe de récurrence
s’applique et donc pour tout entier 1, on a « 1, > 4000 ».

b. Démontrer que la suite (u,,) est décroissante.
Méthode : On étudie le signe de u,,,1 —u,, :

Pour tout entier naturel n,on a:
Uy — U, =0,95u,+200—u,

=(0,95—1)u,, + 200
=-0,05u, + 200
=-0,05(u, —4000)

-0,05<0 .
(1, — 4000) > 0 car 1, > 4000 , par produit on a —0,05(u,, —4000) <0
n- n

[Ainsi, pour tout entier naturel n, on a: u,,; —u, <0, ce qui prouve que la suite (u,,) est décroissante.]

c. Démontrer que la suite (u,,) est convergente.
La suite (u,,) est décroissante et minorée par 4000.
D’apres le théoreme de la convergence monotone, toute suite décroissante minorée est convergente,

[ainsi la suite (u,,) est convergente.]

Pour tout entier naturel n, on considére la suite (v,,) définie par : v, = u,, —4000.

a. Calculer vy.
Pour n=0,onavy=uy—-4000=10000-4000=6000.



b. Démontrer que la suite (v,,) est géométrique de raison égale a 0,95. Au choix :
Meéthode 1 : pourneN,ona:

3800
Vys1 = tpyg — 4000 = 0,951, + 200 — 4000 = 0,951, — 3800 = 0,95(un - W) =0,95(u, —4000) = 0,95v,,.
Légalité v,,; = 0,95v, vraie quel que soit n € N montre que la suite (v,) est géométrique de raison égale a

0,95.
Meéthode 2 : pour n €N, on a vu que u, > 4000, donc v, = u,, — 4000 > 0.

On peut donc calculer : Unst _ M1 2000 0,95u, +200-4000

v, u, —4000 u, —4000
0,951, —3800 _ 0,95u, 3800 _ 0,95(u,~32) _ 0,95(u, ~4000) _ 0.95
u, —4000 u, —4000 iy =4000 u, —4000 g

Cette égalité vraie pour tout naturel n, montre que la suite (v,) est géométrique de raison égale a 0,95.
c. En déduire que pour tout entier naturel n :

u, =4000+6000x0,95".

D’apreés le résultat précédent, on sait que que pour tout n € N,
v, =v9%x0,95" =6000x0,95".
Orv,=u,-4000 < u,, =v,+4000=6000x0,95"+4000.
d. Quelle est la limite de la suite (u,)? Justifier la réponse.
Comme —1 < 0,95 < 1, on sait que nl_iH‘oo 0,95" = 0, donc nl_i)er6000 x 0,95" = 0, d’ou nl—i>IPoo u, = 4000 (par
somme de limites).

En 2020, une espece animale comptait 10 000 individus. L’évolution observée les années précédentes conduit a
estimer qu’a partir de I'année 2021, cette population baissera de 5% chaque début d’année.
Pour ralentir cette baisse, il a été décidé de réintroduire 200 individus a la fin de chaque année, a partir de 2021.
Une responsable d’une association soutenant cette stratégie affirme que : «’espece ne devrait pas s’éteindre,
mais malheureusement, nous n"empécherons pas une disparition de plus de la moitié de la population ».
Que pensez-vous de cette affirmation ? Justifier la réponse.
u, est égal au nombre d’individus de 'espece animale au rang n; d’apres le résultat précédent ce nombre va
diminuer et se rapprocher de 4 000 soit moins de la moitié de la population initiale : le responsable a raison.
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