crapives |OUITES : liIMites, convergence ...

I. Définitions des difféerentes limites:

1) Limite finie :

Onditque (un)nen tendvers £,f e R, sitoutintervalle ouvert , contenant £, contient tous les

termes de la suite, a partir d'un certain rang.
Onécriraalors  lim u,=¢  eton diraque lasuite (Un)n<n est convergente ou que la suite (un )
n — +oo

converge vers [.

Remarques :
« La limite d'une suite ne peut s'étudier qu'en + oo, car n est un entier naturel .

On écrit donc parfois limun=1{.
o L'intervalle ouvert contenant { est aussi petit qu'on veut. C'est comme si tous les points qui

représentent les termes de la suite étaient contenus dans un tube a partir d'un certain rang.
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e Si(Uun)nen aune limite finie, celle-ci est unique.
e Silim (un—¢)=0 alors lim un=v¢
n—>+ow n—+ow

o n
Exemple: un=3+ ﬁrﬁl pourn e IN.

Uo=4; u= % =25 ; U= 1?0 ~3,3; Us= % =2,75 ... Cette suite semble avoir pour limite 3.
Pour justifier cette limite, on va choisir un intervalle ouvert centré sur 3, par exemple 12,75;3,25].
On doit alors démontrer que tous les termes de la suite, a partir d'un certain rang, sont dans cet
intervalle.

On cherche donc un rang n tel que 2,75 <u,<3,25 .

. n . n
2,/15<Un<325 < 2,75<3+ §nT11L<3’25 < —-0,25< ﬁrH-_ljl_L<o’25

_ n
o o< |[EL coo5e —L <025 @ n+154 on>3.
n+1 n+1
A partirdurang 4, u, € 12,75; 3,25 donc (Un)nemn est une suite convergente de limite 3.
. . (=1)
On écrira lim 3 + =3
n— 4w n+ 1

Limites de référence a connaitre :

K _ im K Z i %:limLZO avec k € R.
\/n

n—>+o N n— +wo n2 n—+o N n— +o
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2) Limite infinie :

Onditque (un)nen tend vers + oo si, pour tout nombre A positif , I'inégalité u, > A est vraie
a partir d'un certain rang n .

L'intervalle [ A ; + oo [ contient tous les termes de la suite (Un )ne n , Sauf un nombre fini de
termes.

On écriraalors lim us =+ oo et on diraque lasuite (Un)nen est divergente.
n — +oo

Exemple : u, =2" pourn € IN.
un>0 et % =2 >1 donc lasuite (un ) en eststrictement croissante.

n

Si A=1000 un>A < 2" 21000 < n>10

A partir du rang 10,tous les termes de la suite (Un )n e SONt SUpérieurs a A

A I'exception des 10 premiers termes, tous les autres sont dans I'intervalle [A;+ <.
Donc la suite (un )n en st divergente et nllnjw Un = + 0.

De méme :
Onditque (un)nen tend vers —oosi, pour tout nombre A négatif , I'inégalité u, <A est vraie
a partir d'un certain rang n .

L'intervalle ] — oo ; A '] contient tous les termes de la suite (Un )ne n , Sauf un nombre fini de
termes.

On écrira alors nIin+1 Un =—oo et on dira que la suite (un)nen est divergente.
— +oo

Limites de référence a connaitre :
lim n= lim n2= lim n¥= lim \ln=+

n — +oo n — +oo n — +oo n — +oo
lim —n= lim —n2= lim —n®= lim —\/n=-o
n— +owo n— 4w n — +oo n — +oo

3) Suites particuliéres :

a) Suites arithmétiques: Un=Ug+n xr

Si r>0, (un)ren estune suite croissante
Un=Up+nxr donc lim nxr=+o0 donc Iin+1 Un=+o (Un)nen estdivergente.
n — +owo

n— +owo

Si r<0, (Un)rewn estune suite décroissante
Un=Up+nxr donc lim nxr=-o0 donc Iin+1 Un=—o (Un)nen estdivergente.
n— +oo

n— +owo

b) Suites géométriques: un = Ug x q"

Sig>1, nIim q" =+ o0 donc nlirrg Un =x oo (dépend du signe de uo)

— +owo

lasuite (un)nen estdivergente.
Si q=1 lasuite est constante, un = Up et donc convergente de limite uo.

Si —1<q<1 ,nling q"=0 doncnlirg un=0
lasuite (un)nen €St convergente.

Si q<—-1 lasuite (un)nen n'apasde limite.
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