
T Spé maths 

Ex 1 (valider une conjecture à l'aide d'une récurrence) 
u est la suite définie par 3es ng 

a) Conjecturer une expression de u, en fonction de n. 
b) Valider cette conjecture par un raisonnement par récurrence. 

Ex 2 (suite bornée, suite croissante) 

Ex 3: 

u est la suite définie par uo = 0 et pour tout entier naturel n: un41 /u, + 5. 
a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n>1:0<u, <3. 
b) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n :u, < Un+1· 

Que peut-on en déduire pour la suite u ? 

Ex 4 

Exercices: raisonnement par récurrence 

u est la suite définie par uo=2 et pour tout entier naturel n: un1=V7un: 

a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n>1:0s un S7. 
b) Démontrer par récurrence que la suite u est croissante. 

z0et pour tout entier naturel n: unt1 = 2u, + 1. 
on # oBtenu ci-contre les premières valeurs de u, et 1+ un. 

u est la suite définie par uo = 10 et pour tout entier naturel n: unt1 =;un t 1. 
a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, > 0. 
b) Démontrer par récurrence que la suite u est décroissante. 

Ex 5: Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n: 2 > n+1. 

Ex 7 

Ex 6: Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n>2-: 4" > 4n + 1. 

u est la suite définie par uo = 3 et pour tout entier naturel n : un+1 = 
a) Calculer u, et u, ; émettre une conjecture. 
b) Démontrer cette conjecture par récurrence. 

Ex 8 (en géométrie) 

AgA, = A,A, = . =2 

On considère les triangles rectangles OAbA,, OA,Az, ., 0AnAn+1 ... tels que 
0A, = 1; 

a) Faire une figure (représenter les 3 premiers triangles) 

Ex 9 

Ex 10 

b) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n : 0A, = V4n + 1. 

Ex 11 

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 1 +2+ + n = 

Ex 12 

5u, +3 

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 1' +2+ .tn'= 

Un + 3 

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, (1 + )" >1+ nn. 

(1-)*(1-)x..x(1-)= n+1 

2n 

n(n+1) 
2 

n(n+1)(2n+1) 
6 

Avec Avee HAblalla 



CORRECTION 

 

Exercice 1 : 

u0 = 0  ;  u1 = 1  ;  u2 = 3  ;  u3 = 7  ;  u4 = 15  ;  u5 = 31 …. 

1 + u0 = 1 = 20  ;  1 + u1 = 2 = 21  ;  1 + u2 = 4 = 22  ;  1 + u3 = 8 = 23  ;  1 + u4 = 16 = 24  ;  1 + u5 = 32 = 25 … 

 a) Conjecture :  un = 2n – 1. 

 b) Posons pour tout n entier naturel, Pn : "  un = 2n – 1". 

  Initialisation :  n = 0   u0 = 0 = 20 – 1   donc   P0 est vraie. 

  Hérédité : Supposons qu'il existe un entier k tel que Pk est vrai c’est-à-dire que  uk = 2k – 1 

      Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-à-dire que  uk+1 = 2k+1 – 1 

      D'après la définition de la suite, uk+1 = 2 uk + 1 = 2 (  2k – 1 ) + 1 = 2k+1 – 1 

      Donc  Pk+1 est vraie. 

  Conclusion :  P0 est vraie et Pn  est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier naturel n . 

 

Exercice 2 : 

 a)  Posons pour tout n entier naturel, n  1 , Pn : "  0 < un < 3 ". 

  Initialisation :  n = 1   u1 = 5  2,2   donc  0 < u1  < 3 donc  P1 est vraie. 

  Hérédité :  Supposons qu'il existe un entier k, k  1, tel que Pk est vrai c’est-à-dire que  0 < uk < 3 

      Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-à-dire que  0 < uk+1 < 3 

       0 < uk < 3    5 < uk + 5 < 8 

      La fonction racine carrée est une fonction définie et strictement croissante sur [ 0 ; + [  

      donc elle ne perturbe pas l'ordre  donc  5 < uk + 5 < 8 

Donc  Pk+1 est vraie. 

  Conclusion :  P1 est vraie et Pn  est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier naturel n, n  1 . 

   b) Posons pour tout n entier naturel , Pn : "  un < un+1 ". 

  Initialisation :  n = 0   u0 = 0  ;  u1 = 5    donc  u0 < u1   donc  P0 est vraie. 

  Hérédité :  Supposons qu'il existe un entier k tel que Pk est vrai c’est-à-dire que  uk < uk+1 

      Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-à-dire que  uk+1 < uk+2 

       uk < uk+1    uk + 5 < uk+1 + 5   

      La fonction racine carrée est une fonction définie et strictement croissante sur [ 0 ; + [  

      donc elle ne perturbe pas l'ordre  donc   uk + 5 <  uk+1 + 5   donc  uk+1 < uk+2 

Donc  Pk+1 est vraie. 

  Conclusion :  P0 est vraie et Pn  est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier naturel n . 

 c) Pour tout n entier naturel , on a  un < un+1  donc la suite (un ) est strictement croissante. 

 



Exercice 3 : 

 a) Posons pour tout n entier naturel, n  1 , Pn : "  0  un  7 ". 

  Initialisation :  n = 1   u1 = 14  3,7   donc   0 < u1  < 7  donc  P1 est vraie. 

  Hérédité :  Supposons qu'il existe un entier k, k  1 tel que Pk est vrai c’est-à-dire que  0  uk  7 

      Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-à-dire que  0  uk+1  7 

       0  uk  7    0  7 uk   49    

      La fonction racine carrée est une fonction définie et strictement croissante sur [ 0 ; + [  

      donc elle ne perturbe pas l'ordre  donc  0  7 uk   7  donc  0  uk+1  7 

Donc  Pk+1 est vraie. 

  Conclusion :  P1 est vraie et Pn  est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier naturel n, n  1 . 

   b) Posons pour tout n entier naturel , Pn : "  un < un+1 ". 

  Initialisation :  n = 0   u0 = 2  ;  u1 = 14   3,7    donc  u0 < u1   donc  P0 est vraie. 

  Hérédité :  Supposons qu'il existe un entier k tel que Pk est vrai c’est-à-dire que  uk < uk+1 

      Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-à-dire que  uk+1 < uk+2 

       uk < uk+1    7 uk  < 7 uk+1   

      La fonction racine carrée est une fonction définie et strictement croissante sur [ 0 ; + [  

      donc elle ne perturbe pas l'ordre  donc   7 uk  <  7 uk+1   donc  uk+1 < uk+2 

Donc  Pk+1 est vraie. 

  Conclusion :  P0 est vraie et Pn  est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier naturel n . 

  Pour tout n entier naturel , on a  un < un+1  donc la suite (un ) est strictement croissante. 

 

Exercice 4 : 

 a) Posons pour tout n entier naturel,  Pn : "  un  0  ". 

  Initialisation :  n = 0   u0 = 10   donc  u0  0  donc  P0 est vraie. 

  Hérédité :  Supposons qu'il existe un entier k tel que Pk est vrai c’est-à-dire que  uk   0 

      Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-à-dire que   uk+1   0 

       uk  0    
1
2

  uk    0     
1
2

  uk  + 1   1  0    uk+1    0 

Donc  Pk+1 est vraie. 

  Conclusion :  P0 est vraie et Pn  est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier naturel n . 

   b) Posons pour tout n entier naturel , Pn : "  un > un+1 ". 

  Initialisation :  n = 0   u0 = 10  ;  u1 = 5 + 1 = 6    donc  u0 > u1   donc  P0 est vraie. 

  Hérédité :  Supposons qu'il existe un entier k tel que Pk est vrai c’est-à-dire que  uk > uk+1 

      Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-à-dire que  uk+1 > uk+2 

       uk > uk+1    
1
2

  uk  > 
1
2

 uk+1    uk+1 > uk+2     donc  Pk+1 est vraie. 

  Conclusion :  P0 est vraie et Pn  est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier naturel n . 

  Pour tout n entier naturel , on a  un > un+1  donc la suite (un ) est strictement décroissante. 
 



Exercice 5 : 

  Posons pour tout n entier naturel,  Pn : "  2n    n + 1  ". 

  Initialisation :  n = 0   20 = 1  et  1  0 + 1   donc  P0 est vraie. 

  Hérédité :  Supposons qu'il existe un entier k tel que Pk est vrai c’est-à-dire que  2k  k + 1 

      Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-à-dire que  2k+1   k + 2 

       2k  k + 1   2k  2    ( k + 1 )  2     2k+1    2k + 2    k + 2  car  k  0   

Donc  Pk+1 est vraie. 

  Conclusion :  P0 est vraie et Pn  est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier naturel n . 

 

Exercice 6 : 

  Posons pour tout n entier naturel,  Pn : "  4n    4n + 1  ". 

  Initialisation :  n = 0   40 = 1  et  1   4  0 + 1   donc  P0 est vraie. 

  Hérédité :  Supposons qu'il existe un entier k tel que Pk est vrai c’est-à-dire que  4k  4k + 1 

      Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-à-dire que  4k+1   4 ( k + 1 ) + 1   

   donc  4k+1   4k + 5    4k + 1   

       Donc  Pk+1 est vraie. 

  Conclusion :  P0 est vraie et Pn  est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier naturel n . 

 

Exercice 7 : 

  a)  u1 = 
5  u0 + 3

u0 + 3 
 = 

18

6
 = 3  et  u2 = 

5  u1 + 3

u1 + 3
 = 

18

6
 = 3 

    La suite (un ) semble constante. 

b) Posons pour tout n entier naturel,  Pn : "  un = un+1  ". 

   Initialisation :  n = 0   u0 = 3  et  u1 = 3  donc  u0 = u1   donc  P0 est vraie. 

   Hérédité :  Supposons qu'il existe un entier k tel que Pk est vrai c’est-à-dire que  uk = uk+1 

       Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-à-dire que  uk+1 = uk+2 

       uk = uk+1   5uk + 3 = 5uk+1 + 3    et  uk = uk+1     uk + 3 = uk+1 + 3 

       Donc   
5uk + 3
uk + 3

   = 
5uk+1 + 3
 uk+1 + 3

    donc  uk+1 = uk+2 

        Donc  Pk+1 est vraie. 

   Conclusion :  P0 est vraie et Pn  est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier naturel n . 

  



Exercice 8 : 

 

Le triangle OAkAk+1 est rectangle en Ak .  

D'après le théorème de Pythagore, on a :   OAk+1 ² = OAk ² + AkAk+1 ²   

               OAk+1 ² = ( 4k + 1 )² + 2² 

               OAk+1 ² = 4k + 1 + 4 

               OAk+1 ² = 4k + 5 

               OAk+1  = 4k + 5    

car  k  0  donc  4k + 5 > 0  et  OAk+1 est une longueur  

 

Donc  Pk+1 est vraie. 

Conclusion :  P0 est vraie et Pn  est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier naturel n . 

 

Exercice 9 : 

  Posons pour tout n entier naturel, n  1 ,  Pn : "  1 + 2 + … + n = 
n ( n + 1 )

2
  ". 

  Initialisation :  n = 1      
1( 1 + 1 )

 2
  = 1  donc  P1 est vraie. 

  Hérédité :  Supposons qu'il existe un entier k, k  1 tel que Pk est vrai c’est-à-dire que   

1 + 2 + … + k = 
k ( k + 1 )

2
   

Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-à-dire que   

1 + 2 + … + k + ( k + 1 )  = 
( k + 1 ) ( k + 2 )

2
   

      1 + 2 + … + k + ( k + 1 )  = 
k ( k + 1 )

2
 + ( k + 1 ) = 

k ( k + 1 ) + 2k + 2
2

 = 
k² + 3k + 2

2
  

      
( k + 1 ) ( k + 2 )

2
 = 

k² + 2k + k + 2
2

 = 
k² + 3k + 2

2
 

       Donc  Pk+1 est vraie. 

  Conclusion :  P1 est vraie et Pn  est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier naturel n, n  1 . 

 

Posons pour tout n entier naturel,  Pn : "  OAn = 4n + 1 ". 

Initialisation :  n = 0   OA0 = 1  et  4 0 + 1 = 1    

                            donc  P0 est vraie. 

Hérédité :   

Supposons qu'il existe un entier k tel que Pk est vrai c’est-à-

dire que OAk =  4k + 1 

Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-à-dire que   

OAk+1 =  4(k+1) + 1 = 4k + 5        

         

 



Exercice 10 : 

  Posons pour tout n entier naturel, n  1 ,  Pn : "  1² + 2² + … + n² = 
n ( n + 1 )( 2n + 1)

6
  ". 

  Initialisation :  n = 1      
1( 1 + 1 )( 2 + 1 )

 6
  = 

6
6

 = 1  donc  P1 est vraie. 

  Hérédité :  Supposons qu'il existe un entier k, k  1 tel que Pk est vrai c’est-à-dire que   

1² + 2² + … + k² = 
k ( k + 1 )( 2k + 1)

6
   

Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-à-dire que   

1² + 2² + … + k² + ( k + 1 )²  = 
( k + 1 ) ( k + 1 + 1 )( 2( k + 1 ) + 1)

6
   

= 
( k + 1 )( k + 2 )( 2k + 3)

 6
   

      1² + 2² + … + k² + ( k + 1 )²  =  
k ( k + 1 )( 2k + 1)

6
 + ( k + 1 )² 

                 = 
k ( k + 1 )( 2k + 1)+ 6( k² + 2k + 1 )

6
 

                 = 
k ( 2k² + k + 2k + 1 ) + 6k² + 12k + 6

6
  

                 = 
2k3 + 9k² + 13k + 6

6
  

      
( k + 1 )( k + 2 )( 2k + 3)

 6
 = 

( k² + 2k + k + 2 )( 2k + 3 )
6

  

  = 
2k3 + 6k² + 4k + 3k² + 9k + 6

6
  

= 
2k3 + 9k² + 13k + 6

6
  

      Donc  Pk+1 est vraie. 

  Conclusion :  P1 est vraie et Pn  est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier naturel n, n  1 . 

 

Exercice 11 : 

  Posons pour tout n entier naturel,  Pn : "  ( 1 +  )n    1 + n  ". 

  Initialisation :  n = 0      ( 1 +  )0 = 1 = 1 + 0    donc  P0 est vraie. 

  Hérédité :  Supposons qu'il existe un entier k, tel que Pk est vrai c’est-à-dire que ( 1 +  )k    1 + k  
Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-à-dire que  ( 1 +  )k+1    1 + ( k + 1 )  

      ( 1 +  )k+1  = ( 1 +  )k   ( 1 +  )   donc  ( 1 +  )k+1    ( 1 + k  ) ( 1 +  ) 
                   donc  ( 1 +  )k+1     1 +  +  k   + k ²  
                   donc  ( 1 +  )k+1     1 +  ( 1 +  k  + k ) 

Or  k  0  donc  1 + k + k   1 + k       
donc  ( 1 +  )k+1     1 +  ( 1 +  k  + k )  1 + ( k + 1 )  
Donc  Pk+1 est vraie. 

  Conclusion :  P0 est vraie et Pn  est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier naturel n, n  1 . 

 

  



Exercice 12 : 

  Posons pour tout n entier naturel, n  2,  Pn : "  






1 – 

1
2² 

    






1 – 

1
3² 

   …  






1 – 

1
n² 

 =  
n + 1

2n
  ". 

  Initialisation :  n = 2      1 – 
1

2² 
 = 1 – 

1
4

 = 
3
4

    et   
2 + 1
2  2

 = 
3
4

    donc  P2 est vraie. 

  Hérédité :  Supposons qu'il existe un entier k, k  2 tel que Pk est vrai c’est-à-dire que   

      






1 – 

1
2² 

    






1 – 

1
3² 

   …  






1 – 

1
k²

 =  
k + 1

2k
 

Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-à-dire que   







1 – 

1
2² 

    






1 – 

1
3² 

   …  






1 – 

1
k²

    






1 – 

1
 ( k + 1 )²

 =  
k + 1 + 1
2( k + 1 )

 = 
k + 2

2k + 2
 







1 – 

1
2² 

    






1 – 

1
3² 

   …  






1 – 

1
k²

    






1 – 

1
 ( k + 1 )²

  

= 
k + 1

2k
  






1 – 

1
 ( k + 1 )²

 

= 
k + 1

2k
 – 

k + 1
2k

  
1

 ( k + 1 )²
  

= 
( k + 1 ) ( k + 1 )²

2k( k + 1 )²
 – 

k + 1
2k ( k + 1)²

  

= 
( k + 1 ) [ ( k + 1 )² – 1 ]

2k( k + 1 )²
 

= 
( k + 1 )² – 1
2k( k + 1 )

 

= 
k² + 2k

2k ( k + 1 )
  

= 
k ( k + 2 )

 2k ( k + 1 )
  

= 
k + 2

2 ( k + 1 )
  

=  
k + 2

2k + 2
 

      Donc  Pk+1 est vraie. 

  Conclusion :  P2 est vraie et Pn  est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier naturel n, n  2 . 
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