T Spé maths Exercices : raisonnement par récurrence

Ex 1 (valider une conjecture a I’aide d’une récurrence)

u est la suite définic par uo_= 0 et pour tout entier naturel 7 : u,,, = 2u, + 1.
Ve . cddlley, de ( L'.\(ij .

Av , on-a-¢ ci-contre les premiéres valeurs de u, et 1 + u,,.

a) Conjecturer une expression de u,, en fonction de n.

b) Valider cette conjecture par un raisonnement par récurrence.

Ex 2 (suite bornée, suite croissante)

u est la suite définie par u, = 0 et pour tout entier naturel 7 : u,,; = /u, + 5.
a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n>1: 0 < u, < 3.
b) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel » ; Uy < Upyq -

Que peut-on en déduire pour la suite u ?

Ex3:

u est la suite définie par u, = 2 et pour tout entier naturel 7 : u,,; = /7u,,.

a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n>1:0 < u,, < 7.
b) Démontrer par récurrence que la suite u est croissante.

Ex 4

u est la suite définie par uy = 10 et pour tout entier naturel n : up,; = %u,, + 1.

a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u,, > 0.
b) Démontrer par récurrence que la suite u est décroissante.

Ex § : Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n : 2" >n + 1.

Ex 6 : Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 2-: 4" > 4n + 1.

Ex 7

. . . L) 3
u est la suite définie par uy, = 3 et pour tout entier naturel n : u,,, = Unt

Un+3°

a) Calculer u, et u, ; émettre une conjecture.
b) Démontrer cette conjecture par récurrence.

Ex 8 (en géométrie)

On considere les triangles rectangles 0AyA;, 0414,, ..., 04, Ay 44, ... tels que
0Ay=1;

AA; = A4, = =2

a) Faire une figure (représenter les 3 premiers triangles) '
b) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n : 0A, = V4n + 1.

Ex 9

. +1
Démontrer par récurrence que, pour tout entier natureln, 1 + 2+ --+n = —75"2—)
Ex 10

. +1)(2n+1
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 12 + 2% + - + n* = nlm+)End) )6( Gy

Ex11 .
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, (1 + m)" > 1 + nm.

Ex 12
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel »,

(1-3)x(1-5)x-x(1-3) =5



CORRECTION

Exercice 1 :

U=0; u1=1; u2=3; u=7; us=15; us=31....

1+u=1=2%; 1+u=2=21; 1+u2=4=22; 1+u=8=23; 1+w=16=2%; 1+us=32=2° ...
a) Conjecture : un=2"-1.
b) Posons pour tout n entier naturel, Pn: " un=2n-1".

Initialisation: n=0 uwo=0=20-1 donc Po estvraie.

Hérédité : Supposons qu'il existe un entier k tel que P« est vrai c’est-a-dire que uk = 2k-1
Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-a-dire que uk+1 = 2k+1-1
D'apres la définition de la suite, uk+1 =2 uk+1=2( 2k-1)+1=2k+1-1
Donc Px+1 est vraie.

Conclusion : Po est vraie et Pn est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier naturel n.

Exercice 2 :
a) Posons pour tout n entier naturel, n>1,Pn:" 0 <un<3".

Initialisation: n=1 ui1= \/E ~ 2,2 donc 0 <u1 <3 donc P1estvraie.

Hérédité : Supposons qu'il existe un entier k, k > 1, tel que Pk est vrai c’est-a-dire que 0 <ukx < 3
Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-a-dire que 0 < uk+1 < 3
O0<wk<3 & 5<uwk+5<8
La fonction racine carrée est une fonction définie et strictement croissante sur [ 0 ; + oo[
donc elle ne perturbe pas I'ordre donc \/E < \/m < \/é_B
Donc Pk+1 est vraie.

Conclusion : P1 est vraie et Pn est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier natureln,n>1.

b) Posons pour tout n entier naturel, Pn:" un < un+1".

Initialisation: n=0 wo=0 ; u1 = \/E donc uo <ui donc Po est vraie.

Hérédité : Supposons qu'il existe un entier k tel que Pk est vrai c’est-a-dire que uk < uk+1
Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-a-dire que uk+1 < Uk+2
uk < Uk+1 < Uuk+ 5 <uk+1+5

La fonction racine carrée est une fonction définie et strictement croissante sur [ 0 ; + o[

donc elle ne perturbe pas l'ordre donc ’\/Uk +5< \/uk+1 + 5 donc uk+1 < Uk+2
Donc Pk+1 est vraie.
Conclusion : Po est vraie et Pn est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier naturel n.

c) Pour tout n entier naturel, on a un < un+1 donc la suite (un ) est strictement croissante.



Exercice 3 :
a) Posons pour tout n entier naturel, n>1,Pn:" 0<un<7".

Initialisation: n=1 u1= \/ﬁ ~ 3,7 donc 0<u1 <7 donc P1estvraie.

Hérédité : Supposons qu'il existe un entier k, k> 1 tel que Pk est vrai c’est-a-dire que 0 <uk<7
Démontrons qu'alors Px+1 est vraie c’est-a-dire que 0 <uk+1 <7
0<uk<7 < 0<7uk <49
La fonction racine carrée est une fonction définie et strictement croissante sur [ 0 ; + oo[
donc elle ne perturbe pas l'ordre donc 0 < \/m <7 donc 0 <uk+1<7
Donc Pk+1 est vraie.

Conclusion : P1 estvraie et Pn est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier natureln,n>1.

b) Posons pour tout n entier naturel, Pn:" un < un+1".

Initialisation: n=0 w=2 ; u1 = \/ﬁ ~ 3,7 donc uo<u1 donc Po estvraie.

Hérédité : Supposons qu'il existe un entier k tel que Pk est vrai c’est-a-dire que uk < uk+1
Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-a-dire que uk+1 < Uk+2
Uk < Uk+1 < 7 Uk < 7 Uk+1

La fonction racine carrée est une fonction définie et strictement croissante sur [ 0 ; + o[

donc elle ne perturbe pas I'ordre donc \/7 uk < \/7 uk+1 donc uk+1 < Uk+2
Donc Px+1 est vraie.
Conclusion : Po est vraie et Pn est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier naturel n.

Pour tout n entier naturel , on a un < un+1 donc la suite (un ) est strictement croissante.

Exercice 4 :
a) Posons pour tout n entier naturel, Pn:" un>0 ".

[nitialisation: n=0 uo =10 donc uo>0 donc Po est vraie.
Hérédité : Supposons qu'il existe un entier k tel que Pk est vrai c’est-a-dire que uk >0

Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-a-dire que uk+1 >0

uk20<:>%u1<20<:>%Uk+12120<:>u1<+120

Donc Pxk+1 est vraie.
Conclusion : Po est vraie et Pn est héréditaire donc Px est vraie pour tout entier naturel n.
b) Posons pour tout n entier naturel , Pn: " un > un+1".
Initialisation: n=0 w =10 ; u1=5+4+1=6 donc uo>u1 donc Poestvraie.
Hérédité : Supposons qu'il existe un entier k tel que Pk est vrai c’est-a-dire que uk > uk+1

Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-a-dire que uk+1 > Uk+2

1 1 .
Uk > Uk+1 < 5 Uk >§L1k+1 & Uk+1 > Uk+2  donc Px+1 est vraie.

Conclusion : Po est vraie et Pn est héréditaire donc Px est vraie pour tout entier naturel n.

Pour tout n entier naturel, ona un > un+1 donc la suite (un ) est strictement décroissante.



Exercice 5 :
Posons pour tout n entier naturel, Pn:" 20 > n+1 "

Initialisation: n=0 2°=1 et 120+ 1 donc Po estvraie.

Hérédité : Supposons qu'il existe un entier Kk tel que Pk est vrai c’est-a-dire que 2k>k + 1
Démontrons qu'alors Px+1 est vraie c’est-a-dire que 2k+1> k 4 2
2k>k+1< 2kx2 > (k+1)x2 < 2k1 > 2k+2 > k+2 car k>0
Donc Pk+1 est vraie.

Conclusion : Po est vraie et Pn est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier naturel n .

Exercice 6 :
Posons pour tout n entier naturel, Pn:" 42 > 4n+1 "

Initialisation: n=0 4°=1 et 1> 4x0+ 1 donc Poestvraie.
Hérédité : Supposons qu'il existe un entier k tel que Pk est vrai c’est-a-dire que 4k>4k + 1
Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-a-dire que 4k*1> 4 (k+1)+1
donc 4k+1> 4k +5 > 4k + 1
Donc Px+1 est vraie.

Conclusion : Po est vraie et Pn est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier naturel n.

Exercice 7 :
_5xu+3_18 _

_5xuo+3_18 _
a) Ul——uO+3 —6—3 et Uz——u1+3 —6—3

La suite (un ) semble constante.
b) Posons pour tout n entier naturel, Pn:" un= un+1 "
Initialisation: n=0 uo=3 et u1 =3 donc uo=u1 donc Po est vraie.
Hérédité : Supposons qu'il existe un entier k tel que Pk est vrai c’est-a-dire que uk = uk+1
Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-a-dire que Uk+1 = Uk+2
Uk = Uk+1 <> Suk+ 3 =5uk+1+3 et uk=uk+1 < uk+ 3 = uk+1 + 3

Suk+3 _ Suk+1+3
uk+3  uk1+3

Donc donc uk+1 = uk+2

Donc Pk+1 est vraie.

Conclusion : Po est vraie et Pn est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier naturel n.



Exercice 8 :

A, Posons pour tout n entier naturel, Pn:" OAn = \/T—I—l
/ Initialisation: n=0 OAo=1 et \/m =1
Aq donc Po est vraie.
Hérédité :
Supposons qu'il existe un entier k tel que Pk est vrai c’est-a-
dire que OAk = \/T—I—l
Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-a-dire que

OAk+1 = \J4(k+1) + 1 =+/4k + 5

Le triangle OAkAk+1 est rectangle en Axk.

D'aprés le théoréme de Pythagore, ona: OAk+1 % = OAk? + AkAk+1 2
OAk+1 2 = (AJ4k + 1) + 22
OAk+12=4k+1+4
OAk+1%2=4k+5

OAk+1 =4k +5

car k>0 donc 4k + 5> 0 et OAk+1 est une longueur

Donc Pk+1 est vraie.

Conclusion : Po est vraie et Pn est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier naturel n.

Exercice 9 :

"1+2+ .. +n=ntl),

Posons pour tout n entier naturel,n>1, Pn: >

1(1+1)

> =1 donc Pi estvraie.

Initialisation: n=1

Hérédité : Supposons qu'il existe un entier k, k > 1 tel que Pk est vrai c’est-a-dire que

1+2+...+k=ﬁ%l

Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-a-dire que

142+ .kt (k1) =L 2)

k(k+1)+2k+2 Kk*+3k+2

1424 . +k+(k+1) =M%1+(k+1)=

(k+1)(k+2) K 4+2k+k+2 Kk*+3k+2
2 - 2 N 2

2 2

Donc Px+1 est vraie.

Conclusion : P1 est vraie et Pn est héréditaire donc Px est vraie pour tout entier natureln,n>1.



Exercice 10 :
Posons pour tout n entier naturel,n>1, Pn:" 12+ 22+ ..+ n*= n(n+1 %( 2n+1)

Initialisation: n=1 1(1+1 )6( 2+1) = g =1 donc P1 estvraie.

Hérédité : Supposons qu'il existe un entier k, k > 1 tel que Px est vrai c’est-a-dire que

12+22+...+k2=k(k+1g(2k+1)

Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-a-dire que

1+ 224+ .. +K*+(k+1)? =(k+1)(k+1+61)(2(k+1)+1)

_(k+1)(k+2)(2k+3)
= 6

12+2%2+ .. +k*+(k+1)* = k(1{+1%(21<Jr1)+(k+1)2

Ck(k+1)(2k+ D+ 6(k*+2k+1)
- 6

_k(2K*+k+2k+1)+6k*+12k+6
- 6

_ 2k34+9k*+13k+ 6
B 6

(k+1)(k+2)(2k+3)  (K2+2k+k+2)(2k+3)
6 = 6

_ 2k3+6k*+4k+3k*+9k+ 6
B 6

2k3 +9k* + 13k + 6
6

Donc Pxk+1 est vraie.
Conclusion : P1 est vraie et Pn est héréditaire donc Pn est vraie pour tout entier natureln,n>1.

Exercice 11 :
Posons pour tout n entier naturel, Pn:" (1+n)»> 14+nn"

[nitialisation: n=0 (1+n)°=1=1+0xn donc Poestvraie.

Hérédité : Supposons qu'il existe un entier k, tel que Pk est vrai c’est-a-direque (1 4+ )k > 1+ k=
Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-a-direque (1 4+ )kt > 1+ (k+1)=

(1+n)+l =(1+n)k x(1+mn) donc (1+xmn)k+l > (1+kn)(1+mn)
donc (1+ )kl > 1+ n+ kn +kn?
>

donc (1+m)k1 > 1+n(1+ k +k)

Or k>0 donc 1+k+k >21+k
donc (1+mn)k1 > 1+n(1+k+k)>21+(k+1)n

Donc Pk+1 est vraie.
Conclusion : Po est vraie et Pn est héréditaire donc Px est vraie pour tout entier naturel n,n>1.



Exercice 12 :

Posons pour tout n entier naturel,n>2, Pn:" |1 - i) X (1 - 3% jx v X (1 - iz) -1 +1

22 n 2n
e e 1 1 3 2+1 3 .
Initialisation: n=2 1- 2z = 1- 4= 2 et %2 =4 donc P2 est vraie.
Hérédité : Supposons qu'il existe un entier k, k > 2 tel que Pk est vrai c’est-a-dire que

1 1 1)_k+1
(1—22) X (1—32 )x...x(l—kz)— oK

Démontrons qu'alors Pk+1 est vraie c’est-a-dire que

(1-1jx(1-i)x x(l—i)x(l— 1 )_k+1+1_k+2
32 k? (k+1)%) 7 2(k+1) 2k+2
1

2%
R A
=k2klx(l_fﬂjgf7%

_k+1 k+1 1
T2k 2k “(k+1)

_(k+1)(k+1)2 k+1
~ 2k(k+1)2 " 2k(k+1)?

C(k+1)[(k+1)*-1]
= 2k(k+1)?

_(k+1)*-1
~ 2k(k+1)

kP42
T 2k(k+1)

_ k(k+2)
T 2k(k+1)

__k+2
“2(k+1)

_ k+2
T 2k+2

Donc Pk+1 est vraie.

Conclusion : P2 est vraie et Pn est héréditaire donc Px est vraie pour tout entier naturel n,n> 2.
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