TSpé FICHE D'EXERCICES SUR LA FONCTION EXPONENTIELLE ( exos assez difficiles )

Exercice 1 :

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur I'ensemble R des nombres réels par :
glx)=eX-e'+1

On se propose d'utiliser deux méthodes différentes pour étudier le signe de g (x).

1. Méthode 1

1Y% 3
a) Montrer que, pour tout nombre réelx, g(x)= e‘—?) +Z'

b) En déduire le signe de g (x) pour tout nombre réel x.

2. Méthode 2

a) Etudier suivant les valeurs de X, le signe de I'expression X? - X + 1.
b) En déduire le signe de g (x) pour tout nombre réel x.

Partie B : Etude d’une fonction

Soit fla fonction définie sur R par: ca
3e.\'
f)=x+2-— 2
e +1
La courbe T représentative de f dans un repére orthonormé 1

;7 T) est dessinée ci-contre.

On note f’ la fonction dérivée de f.
On admet que I'équation f(x) = 0 posséde une unique solution,
notée o
1. a) Montrer que, pour tout nombre réel x,
Frix) =9 (x)
(e*+1)2
b) En déduire le signe de f'(x), puis dresser le tableau de
variation de f sur l'intervalle [- 5 ; 5].
2. Déterminer le signe de f(x):
*pourtoutxe[-5;af;
« pour tout x € [o:; 5].
3. Avec la calculatrice, déterminer un encadrement de o
d'amplitude 102, Justifier.

Exercice 2 :

On se propose de démontrer que la fonction expo-
nentielle est une fonction convexe, c'est-a-dire que
sa courbe reste toujours au-dessus de ses tangentes.
fest la fonction exponentielle et ‘€ sa courbe représen-
tative dans un repére,

Pour un nombre réel a fixé, on note T, la tangente a €
au point d'abscisse a.

a) Déterminer, en fonction de a, une équation de la

tangenteT .

b) d est la fonction définie sur R par:
dix)=f(x)-e?(x—a)-e?

Etudier le sens de variation de d.

¢) En déduire le signe de d.Conclure.
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Exercice 3 :

WY 5T Etudier une propriété de la courbe de la
fonction exponentielle.

Dans un repére orthonormé (O ; 7, 7), on note € la
courbe représentative de la fonction exponentielle et
M un point de €.

On se propose de déterminer la position du point M
pour laquelle la distance OM est minimale.

Partie A : Conjecture

a) Al'aide d'un logiciel de géométrie :

* construire la courbe € ;

* construire un curseur g allant de — 2 a 2 avec un
incrément de 0,01 ;

* placer le point M (a;¢e9;

* tracer le segment [OM] et afficher sa longueur b ;

* placer le point N (a ; b).
DERENEZED

a=-09 [
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b) Déplacer le curseur et afficher la trace du point N
afin de conjecturer la position du point M pour laquelle
la distance OM est mininale.

Exercice 4 :
Avant d'acheter un véhicule neuf de 28 000 €, un parti-
culier se renseigne sur le colt de son achat.
1. D'aprés les informations collectées, il estime pou-
voir revendre au bout de t années, son véhicule au

rixV(t) =—————ot tec[0;15] etV (t) est exprimé en
prix V (t) 03t+1 [ 1 (0 p

milliers d'euros.

a) Au bout de combien d'années la voiture aura-t-elle
perdu 50 % de sa valeur d'achat ?

b) Montrer que V est une fonction décroissante sur
I'intervalle [0; 15].

¢) A partirde quelle année la décote atteint-elle 21 000 € ?
d) Que représente la fonction t — 28 -V (t) dans cette
situation ? En déduire sans calcul ses variations sur [0; 15].
2. Apres s'étre informé sur les révisions nécessaires
a l'entretien du véhicule, il estime le colt d’entretien,
pour une durée de t années,a C (t) =2e%' - 0,05t -2 ou
te [0;15] et C (1) est exprimé en milliers d’euros.
Vérifier que C est une fonction strictement croissante
sur l'intervalle [0; 15].

Partie B : Propriétés liées au point M cherché
1. g est la fonction définie sur [k par:
g (x)=2e*+2x
a) Etudier les variations de g.
b) Onadmet quel'équation g (x) = 0 admet une unique
solution sur [, notée c.
Déterminer une valeur approchée de 0.3 1072 prés.
¢) Endéduire le signe de g (x) suivant les valeurs de x.

2. festlafonction définie sur R par:

f(x) =e + 12
a) Etudier les variations de la fonction fsur R.
b) En déduire que la fonction fadmet un minimum
dont on donnera une valeur approchée au dixiéme.
3. a) Pour le point M d'abscisse .x de %, exprimer la
distance OM en fonction de x.
b) En déduire I'abscisse du point M cherché ainsi que
la distance OM minimale arrondie au centiéme.On note
M, ce point de 6.
4. Montrer que la tangente T, a € en M, est perpendi-
culaire a la droite (OM,).

3. On s'intéresse maintenant au colt total f(t), exprimé
en milliers d'euros, sur les 15 années qui suivent I'achat.
a) Vérifier que, pour tout t de l'intervalle [0 ; 15],

28
f(t)= 26—r+2e°'1 T-0,05t
b) Estimer le co(t total au bout de 12 années.

¢) Tracer dans un repére la courbe représentative de f.
4. Le cout moyen d'utilisation U, en milliers d’euros, est
donné par U (1) =f—(t-r-)- oute [0;15].

M est le point d'abscisse t de la courbe de f dans un
repére.

a) Interpréter U (t) comme le coefficient directeur d'une
droite a préciser.

b) Déterminer graphiquement la valeur de t pour laquelle
le cotit moyen U (t) est minimal.



Exercice 5 :
On se propose d'étudier quelques propriétés des fonc
tions f, et f, définies sur R par:

filx)=xe™ et fx)=x 2@

Partie A
1. Conjecturer:
a) les positions relatives des courbes C, et C, représen
tatives des fonctions £, et f, dans un repére ;
b) les points d'intersection éventuels des courbes C
etC,i
¢) les variations de la fonction f, ;
d) les extrema de la fonction £,
2. Valider les conjectures émises par des calculs.
3. Tracer dans un repére (O; 7, /), les courbes C, et C.
PartieB
a désigne un nombre réel fixé.
1. Déterminer en fonction de a l'ordonnée du point 1
intersection de l'axe des ordonnées et de la tangente :
C, au point d'abscisse a.
2. Testle point de 'axe des ordonnées tel que OT=0.] J
a) Utiliser la courbe C, pour étudier suivant les valeur:
de @, le nombre de tangentes a C, passant par T.
b) En déduire une construction géomeétrique de ce:
éventuelles tangentes.

Exercice 7 :

fest la fonction définie sur 0 ; + e[ par :
1

flo=(x+1)e~

On note ¢ sa courbe représentative dans un repeére.
1. Etudier les variations de f.
2. adésigne un nombre réel strictement positif et T_la
tangente a ‘€ au point d'abscisse a.
a) Déterminer une équationdeT .
b) Montrer que T, coupe I'axe des abscisses au point
d'abscisse — 4 .

a‘+a+1
¢) Montrer que T 1 coupe I'axe des abscisses au méme
point queT,,. .

Exercice 6 :

On considére la fonction f définie sur X par:

flx)=— 1 :

e+ e™

et on désigne par I’ 5a ¢ courbe représentative dans un
repeére orthogonal (O ; 14 j)
1. Démontrer que la courbe I" est symétrique par rapport
a I'axe des ordonnées,
2. Démontrer que, pour tout nombre réel x positif ou
nul,e™ = e
3. a) Déterminer la limite de fen + e,
b) Etudier les variations de f sur [0 ; + <[ puis sur [¥.
4. On considére les fonctions g et h définies sur [0 ; + eof

par:

1
g(x) =% et hix)=—
Sur le graphique ci-dessous sont tracées, dans le repére

©;1 T), les courbes représentatives de g et h, notées
respectivement I', et T,

A
14

0,8-
0,61
0,41
0,24

Y

0 i 2 3 4 5

a) Démontrer que pour tout nombre réel x positif ou
nul, b () < f(x) < g (x).

b) Que peut-on en déduire pour les courbes I',T", et T, 7
Reproduire le graphique précédent et tracer sur ce gra-
phique la courbe I" en précisant sa tangente au point

d'abscisse 0.

Exercice 8 :

Un inspecteur qui arrive sur le lieu du crime demande au
médecin légiste de prendre la température de la victime
qui est de 32 °C. Il prend alors la température de la piéce
qui est de 20 °C. La loi de Newton sur le refroidissement
d’'un objet en milieu ambiant permet de modéliser la
température de la victime en posant T (t) = Ae® + 20
ou t €[0 ; 24] représente le temps, exprimé en heures,
depuis l'arrivée de l'inspecteur et T () la température
de la victime a l'instant t en degrés Celsius (A € [R, c € R).
Sachant qu'une demi-heure plus tard la température
de la victime est de 31 °C, déterminer I'heure du crime,



CORRECTION FICHE

Exercice 1 :
iy . 3
PartieA:1.a)(e" -5) +—=e¥_e*+—+=

=eX—e*+1=g(x)
b) Pour tout nombre réel x, g(x) > 0
2.a)A=-3>0
Donc pour tout nombre réel X, X2 - X+ 1> 0 (signe du
coefficient de X?)
b) Donc, pour tout nombre réel x, (2 -e*+1>0
Partie B: 1. a) fest dérivable sur R
Fr(x) = 1— 3e*(e* +1)—e*(3e¥)
(ex +1)
3e2* +3e* — 3e%*
(ex +1)7?

(e* +1)2 —3e*

(ex +1)2
Fx) = eX—er+1 _  gix)

(e*+12  (e* +17?

b) Pour tout nombre réel x, f’(x) > 0 car pour tout
nombre réel x, g(x) > 0

f'(x)=1-

f'(x)=

X -5 o 5V
i ¥
;3
E . 3eS /o/ e’ +1
e +1

2. Pour tout x € [-5; af, f(x) < 0 car la fonction est crois-
sante sur[-5; 5]

De méme, pour toutx € [a ; 5], 0 < f(x)

3. Avec la calculatrice, 0. € [- 1,42 ;- 1,41]

Exercice 2 :
2.a) T, a pour équation y=e“? (x-a) + e
b) Pour tout nombre réel x, d’(x) = e* - e
d)=0=sef=elfsx=a
d)s0ese'selsa=sa
Donc d est strictement décroissante sur ]- =< ; a] et stric-
tement croissante sur [a ; + co[.
d admet un minimum d(a) = 0.
¢) Pour tout nombre réel x, d(x) = 0
Donc € estau-dessusde T_sur R.



Exercice 3 :
Partie A
1.a)b)
5.
a
a=-044
—
34
\\ 21
\% 4
3 2 1 0 1 2
O
14

La longueur OM est minimale pour a=-0,44.
Partie B

1. a) Pour tout nombre réel x, g’(x) =4 e**+2 > 0 sur R.

g est une fonction strictement croissante sur R.
b) 0= -0,44.

¢) D'aprés les variations de la fonction g :

+g(x) <Osur]-co; af;

+g(x) =0sur [0 ;+ ool

2. a) Pour tout nombre réel x, f'(x) = 2 e2* + 2x= g(x).
f" ale méme signe que g sur R.

fest une fonction:

« strictement décroissante sur]-oo; o[ ;

« strictement décroissante sur [ ; + <[

b) fadmet un minimum f(c) = 0,6.

3.a)OM = \/x,ﬂ +yh = \/xz +(e¥2 = a2 + e

b) OM est minimale signifie que la fonction x+— x? + e*
admet un minimum pour x = ¢. La valeur minimale de

OM recherchée est \/f () = 0,77.

¢) La tangente T, a pour coefficient directeur m = e“
La droite (OM,) a pour coefficient directeur

y o o 20

Ym, e < - e
*.=—.Doumxm =e%*xXx—=——-

Xy, O o o

m'=

avecg()=0=2e+20=0=e?*=-1.
Conclusion:mxm’=-1.

Exercice 4 :
1.a) v(t)=§= 14 = 28 =14=03t+1 ..
2 0,3t +1 14
c:)t=E
3

Au bout de 4 ans.
b) v(t)= 28 x %avec u(t)=0,3t+ 1 dérivable sur [0; 15]
u

tel que u’(t)=0,3.
v est donc dérivable sur [0; 15] et pour tout réel

—-u'(t)
te [0;15], v(t)=28 x
e[ 1, V(1) 20
V'(t)=28 R, it < 0sur[0;15].
(0,3t +12 (0,3t +1)2

V est donc une fonction strictement décroissante sur [0 ; 15]

QV(t)=7 = 25 =7=03t+1 =§@t=10
0,3t+1 7

Au bout de 10 ans.

d) La fonction 28 - v(t) représente la décote du véhicule.

— v(t) est une fonction strictement croissante sur [0 ; 15]

donc 28 - v(t) est aussi une fonction strictement crois-

sante sur [0; 15].

2. C(t) = u(t) + v(t) avec u(t) avec u(t) = 2e%'t et

v(t) =- 0,05t — 2 dérivables sur [0 ; 15] telles que :
u'(=0,2e%etv'(t)=-0,05

C est donc une fonction dérivable sur [0 ; 15] et pour tout

réelx, C’(t)=0,2 %'t - 0,05=0,2 (211 - 0,25)

e01t> 1sur[0;15]

e012_0,25>0,75sur[0; 15]

C'(t) > 0sur[0;15]

C est donc une fonction strictement croissante sur [0 ; 15]

3. a) f(t) = 28 - v(t) + C(t) (Décote + frais d’entretien)

=28- +2e%1t_0,05t-2
0,3t +1
28 0,1t
f(t)=26 - +2e%1t_ 0,05t
0,3t +1
b) f(12) = 25953 €
)
4cm=
10 millions
30] 29,122
25,935
23,936
21,815 24,946
19,344 22,901
204 20,645
16,256 17 847
13,8124 M(t; f(t))
10,742
10
6621
T T T T T T T T T T T T T T I; t
O 12 5 10 15

4. a) u(t) est le coefficient directeur de la droite (OM).
b) u(t) minimale pour t=15



Exercice 5 :

Partie A - Conjectured
1.1l semble que: f,(x) = u(x) x v(x) avec u(x) =x2 et v(x) = e~ dérivables sur
a) C, est au-dessus de C, sur [0; 1]1; R telles que u’(x) = 2xet v'(x) = - e*
C, est au-dessous de C, sur]-co; 0[ W ]1; + ool donc f est dérivable sur R.
b)I, (0;0) et I,(1; 0,3) soient les points d'intersection Pour tout réel x, f'(x) = e* (2x - x?) a le méme signe que
deC, etC,. 2v-x2surR.
< : x |-co 0 2 +oo
‘ X |- 1 + o0 ‘ ,
f'(x) - 0 + 0 -

\ f)) | _—" T—

f(x) \ 0 /49-2 \

d) f2(0) = 0 est un mimimum de f2

f,(2)= 0,54 est un maximum local def, f(0)=0etf(2)=4e2
2. Conjecturea f(0) =0 est un minimum de f,
f,(x) - ,(x) = &% (x - x?) a le méme signe que x - x? donné f(2) = 4e”? est un maximum local de f,
dans le tableau ci-dessous 3.
X — oo 0 1 + oo ‘
x-x2 - 0 + 0 - \

f,(x) = f,(x) > 0surl0; 1[
fl(.\') - fz(x) <surl-oo0; 0[ W11 ;+ o[
donc C, est au-dessus de C, sur]0; 1[;
C, est au-dessous de C, sur]-oo; 0[ U ]1 ; + oof.
- Conjoncture b
fi)=fx) @ xe™= PeFts et -19)=0
eSx-2=0x(1-2)=0
doux=00ux=1

1
f,(0)=0etf,(1)=1e" ==

T— a%®

L,(0;0) etL,(1; l) points d'intersection de C, et C,. 1
- Conjecture c - 8
f,(x) = u(x) v(x) avec u(x) = x et v(x) = e~ dérivables sur R.
telles que u’(x)=1 et v'(x) =- e~ donc fest dérivable sur R.
Pour tout réel x, f’(x) = e™ (1 - x) a le méme signe que

1-xsurR.
f1)=1
e
X —o0 1 + o0
f'(x) + 0 -
1




Exercice 6 :

A X X X
1. Pour tout réel x, f(x) = 4, a) Pour tout réel .\12 0,ef<ef+e*<2¢

: er +e* Moo, o
xe o et “uex4e kT et
R = e =1 h() = f(x) < g)
f est une fonction paire
L'axe des ordonnées est un axe de symétrie de la courbe b) I est au-dessus de T, et au-dessous de T, sur [0; + ccl.
def.
S

2. Pour tout réel x =0,

ev=e' s it sefe lser
ev

Sur [0;+ o[, e2*= 1,donc e~ = e*sur [0 ; + oo[.

lim e* = +oo0
> .
3.a)" lim e* +e* =+oo
lime™* =0 |xs+
X—>+00
lim f(x)=0
X—+co

b)f(x) = % avec u(x) = e* + e~* dérivable sur [0 ; + oo[
u(x

telle que u(x) # 0 sur [0; + o[ et u'(x) = e* - €. Equation de la tangente a I" au point d’abscisse 0

f est dérivable sur [0 ; + «<[ et pour réel x = Q, y=F(0) x +(0)
f'( \_) L e¥ _ g% N e ¥ _ gt . _1_
! (el F e—x )2 (e.“ + e—.“ )2 S 2

Comme e*= e sur[0;+ e[, f'(x) < 0sur[0;+ oo
f est décroissante sur [0 ; + co[.

X -0 0 + o0
f'(x) + 0 -

f ]
B g _—75 T

1
f(0)=—
(0) 5
Exercice 7 :
1. 2.a) Equation deT,: y=f'(a)(x-a)+f(a).

2

az+a+1 J— Lla?+a+1
eax-@a|———-a-1
a
az+a+1 - (1
eax-ea
a

2 1
=ea (Lm](x —a)+(a+Nea

roole 1erm >

" | _ a . a
flx) = v(x) e™ avec v(x)=x+1 et u(x)=T dérivables sur =X ( 2 1ax 1] AR R
10 ; + o[ telles que v/(x) = 1 et u’(x) = ;21 a
X

¢) T, coupe l'axe des abscisses au point d'abscisses
donc fest dérivable sur 10 ; + o<[ et pour tout réel x > 0: } % P P
1 1

= 1, s
f’(.\-)=e x +(.\'+1)x—2e x> 0sur]O;+oof 1 1
X o a a _ a
o pr — 'i_i+1+1 1+a+a® a*+a+1
(\)—e '—.\_2 a a a2

f est strictement croissante sur 10 ; + oo[



Exercice 8 :

T(t)= Ae + 20 sur [0; 24].
T(0)=A+20=32
A=12
T(0,5) = 12e%5¢+ 20 = 31
12e%¢=11
eo,Sczﬂ
12

(e0.55)2=1_21
. 123 144

e Y —
144
Heure du crime tel que T(t) = 12e“ + 20 =37
t
17 121 17
=12e=17cev=— = (9)=| — | = —
12 144 12
t
& ey & t=2hd'apres le tableur de la calcu-
144 12
latrice.



