Ch12 LES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

I. La fonction cosinus :

e Son ensemble de définition est IR.

e Pour tout réel X, cos(x + 2m) = cos (x) La fonction cosinus est périodique de période 27.
11 suffit donc de 1’étudier sur un intervalle de longueur 2 soit par exemple sur ’intervalle [ —m ;7w ].

o Pourtoutréel x, cos(—x) = cos (x) La fonction cosinus est paire.
Sa courbe est donc symétrique par rapport a 1’axe des ordonnées. Il suffit donc de 1’étudier sur I’intervalle [ 0 ; & ].

e Valeurs remarguables de la fonction cosinus :
Pour tout entier relatif k, cos(2km) =1; cos( (2k+1)m)=—-1 et cos(g +kn)=0
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Il faut aussi connaitre les images des nombres des " familles % et g

o Dérivée de la fonction cosinus : cos est dérivable sur R et pour tout réel x, cos'(x) =—sin(x)

e Tableau de variation de la fonction cosinus sur I’intervalle [ -7 ; 7]
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e Tracé de la courbe représentative de la fonction cosinus dans un repére orthogonal :
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Remarque : On trace la courbe sur [ 0 ; = ] ( partie rouge )
puis on compléte par symétrie par rapport a I'axe des ordonnées.( partie verte )
On obtient ainsi la courbe sur [ — 7 ; 7 ] qui représente une période.
On effectue alors des translations de vecteur 2 x 1 ( partie bleue ) ou —2r x i ( partie orange )
pour obtenir une courbe plus compléte.
Cette courbe est une sinusoide.

o Dérivée de la composée cos(u) : si u est dérivable sur I, alors cos(u) est dérivable sur | et cos'(u) =—u' sin(u)
En particulier, lorsque u est une fonction affine ax + b, ona si f(x) =cos(ax +b) alors f'(x) =—asin(ax + b)

Exemple : si f(x) =cos(2x) alors f'(x) = —2sin(2x)



Il. La fonction sinus :

e Son ensemble de définition est IR.

e Pourtoutréel x, sin(x + 2m) = sin (x) La fonction sinus est périodique de période 2.
11 suffit donc de 1’étudier sur un intervalle de longueur 27 soit par exemple sur 'intervalle [ -mt ; 7 ].

e Pourtoutréel X, sin(—x)= —sin (x) La fonction sinus est impaire.
Sa courbe est symétrique par rapport a 1’origine du repére. Il suffit donc de 1’étudier sur ’intervalle [ 0 ; 7 ]

e Valeurs remarguables de la fonction sinus :
Pour tout entier relatif k, sin(km) =0 ; sin( g +2kn)=1 et sin( —’2—’ +2kn)=-1

Il faut aussi connaitre les images des nombres des “familles” =, > et =

o Dériveée de la fonction sinus : sin est dérivable sur IR et pour tout réel x, sin’(x) = cos(x)

e Tableau de variation de la fonction sinus sur ’intervalle [ -7 ; 1]
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o Tracé de la courbe représentative de la fonction sinus dans un repére orthogonal :
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Remarque : On trace la courbe sur [ 0 ; ] ( partie rouge )
puis on compléte par symétrie par rapport a l'origine du repere.( partie verte )
On obtient ainsi la courbe sur [ — 7 ; 7 ] qui représente une période.
On effectue alors des translations de vecteur 2 x i ( partie bleue ) ou —2r x i ( partie orange )
pour obtenir une courbe plus compléte.
Cette courbe est une sinusoide.

o Dérivee de la composée sin(u) : si u est dérivable sur I, alors sin(u) est dérivable sur I et sin'(u) = u’ cos(u)
En particulier, lorsque u est une fonction affine ax + b, ona: si f(x) =sin(ax +b), alors f'(x) = a cos(ax + b)

Exemple : si g(x) =sin (3x — 1) alors g'(x) =3cos(3x — 1)



I11. Applications :

1) Etude d'une fonction comportant un sinus ou un cosinus :

Exemple 1: g(X) =5cos (2x +1). Etudier lafonction g sur [O;%]

Exemple 2 : f(X) =cos X xsinX . Etudier la fonction f sur [—=; = ].



2) Le cas particulier de la fonction tangente :
sin X
oS X

La fonction tangente est définie sur IR — { (2k+1)x Tkez }

tan(x) =
car cos X ne doit pas étre nul.

Etudier la fonction tangente sur ]—g ;g[.

sin X
Posons g(X) = ————
9x) COoS X
u .
g est de la forme y avec u(x) =sinx et v(x) =cos X

u'(X)=cosx et V'(X)=-sinX
cos2X +sin2x 1

'(X) = =
g €0S?x €0S?X
Signe de g'(X) : cos?x > 0 donc g'(x) est positive ou nulle
donc g est strictement croissante sur ] —g;g[

La fonction tangente est strictement croissante sur tous les intervalles
1- (2k+1) x X : (2k+1) x g [aveck e Z
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Remarques :  La fonction tangente est périodique de période .

sin(X+ 1 —sin x
tan(X + m) = ( ) =— =tan x
cos(x+m)  —COSX

/2 /4

On peut donc I'étudier et tracer sa courbe sur un intervalle de longueur =
puis effectuer des translations successives de vecteur t x i~ ou —mx i .

sin(—=x) _  sinx

La fonction tangente est impaire tan(—X) = =—
g P (=x) cos(—Xx) COS X

. e s . s p
On aurait pu I'étudier sur un intervalle de longueur > centre sur 0.

Sa courbe est symétrique par rapport a lI'origine du repére.

=—tan x



3) Etude du signe d’une expression comportant un cosinus ou résolution d'équation comportant un cosinus :

Méthode a mettre en ceuvre : on isole le cosinus puis on utilise le cercle trigo

Exemple 1: étudier le signe de /3 + 2cos(x) sur [—m;x].

X
Exemple 2 : résoudre 2cos( m — 2—) =—1lsur[-m;xn]




4) Etude du signe d’une expression comportant un sinus ou résolution d'éguation comportant un sinus :

Méthode a mettre en ceuvre : on isole le sinus puis on utilise le cercle trigo

Exemple 3 : étudier le signe de 1—2sin(2x) sur [0 ; x].

Exemple 4 : résoudre \/§sin( 2X + % =—1 sur [0;x].

5)Relations métrigues dans un triangle

LTV YETETE Dans un triangle ABC, avec les notations /,_1\\
ci-contre : AN b
2 —p2 42 A s
(1) a?=b%?+c*—2bccosA 8 P
/ (@

(2) b2=a2+c2—2accosB B
(3) ¢2=a?2+b2—2abcosC

Q

Démonstration :
a2=BC2=(BA + AC )2=AB2+AC2+2 BA . AC =b2+¢c2-2 AB. AC =h2+c2—2 AH . AC

avec H projeté orthogonal de B sur (AC).

Or dans le triangle AHB rectangle en H , cos A = % donc AH=AB cos A

Donc a2 =b?+c2-2 x AH x AC (vecteurs colinéaires de méme sens )
=h2+c2—-2ABcos A x AC

= b2+ c2—2bc cos A
De méme pour les autres formules.



ETIE Y CENTTECTLTSEE# Dans un triangle ABC d'aire S:

(1) S = %bcsinx (2) S = —;—acsinﬁ 3) S= —;—absine

Démonstration :
Dans le triangle AHB rectangle en H , sin A = % donc BH = AB ssin A

Base x hauteur _ BH x AC _1

B R IR
S= > > 2><AC><ABsmA—2bcsmA

De méme avec les autres hauteurs.

EH Dans un triangle ABC, a g <

Démonstration :

%bcsinA:%acsinBc bsinA:asinB(carc¢0)c>b:asmB<:> b __a (carsin A=0 et sinB=0)
sin A sinB  sin A

6) Formules d’addition et de duplication

a) Formules d’addition
STTTITIEIEE Pour tous nombres réels a et b,
(1) cos(a—b)=cosacosb + sinasinb
(2) cos(a+ b)= cosacosb —sinasinb
(3) sin(a—b) =sinacosb —cosasin b
(4) sin(a+b) =sinacosb +cosa sinb

b) Formules de duplication

| Pour tout nombre réel g,
(1) cos2a = cos?a —sina = 2cos?a—1=1—-2sin’a
(2) sin2a = 2sinacosa

Démonstration :

] * [ € Dans le rectangle ABCD, ona:

» Un triangle ABC, rectangle en B, tel que E  [BC].
On note a la mesure de I'angle BAE.

- > Un triangle AEF, rectangle en E, tel que F € [DC].
On note b la mesure de I'angle EAF et 1 la mesure du segment [AF].

1) Déterminer, en fonction de a, les mesures des angles BEA,CEFet CFE.

2) Déterminer, en fonction de a et b, celle de AFD.



3) En utilisant la trigonométrie dans le triangle rectangle, déterminer, en fonction de a et b, les longueurs :
a) AE et EF.

b) AB et BE

c) CEetCF

d) FD et AD.

4) a) En déduire les formules de cos(a + b) et sin(a+b).

b) En remplagant b par — b, en déduire les formules de cos(a — b) et sin(a — b).

c) Enremplagant b par a, en déduire les formules de cos(2a) et sin(2a).



