ORTHOGONALITE ET DISTANCES DANS L'ESPACE

La définition d'un vecteur est la méme que dans le plan.
Les propriétés et les calculs vectoriels sont aussi les mémes.

I. Définition et propriétés :

On étend a l'espace, les définitions données dans le plan.

1) Extension du produit scalaire a I'espace :
a) Définition :
Les vecteurs u et v sont coplanaires s' il existe trois points A, B, C d'un plan (P)
telsque u =AB et v =AC.
On appelle produit scalaire de u et v dans I'espace, le produit scalaire de AB et AC
dans le plan (P). Onadonc u - v = AB-AC.

b) Conséquences :

—

e U -V =AB-AC=ABxAC xcos (AB ; AC)

e si H est le projeté orthogonal de C sur ( AB) alors AB - AC = AB - AH
et alors, comme AB et AH sont colinéaires, on a

AB . AC = {AB x AH si AB et AH sont de méme sens
— AB x AH si AB et AH sont de sens contraires.

—

. UV (I ulRHIVIR-IE - V) =2 () |-

| vR)

Conséquence :si A , B et C sont trois points de I'espace , AB . AC = % (AB2+ AC2-BC?)

c) Propriétés : on retrouve les mémes que dans le plan.

e UV =V-uUu
e U (VH+HW)=U-VH+U- W
e (ku)- v=k(u-v) aveck eR.

o« U u= =]

(U4 VR uz+2 UV v =||T||2+2 UV VR

— —>—>

(u-v)yP=uz-2u-v+vz=ulp-2u- v+|v]

(u+v)(u 2= v

u-v)=lu
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2) Base orthonormée et repere orthonormé de I'espace :

Une base orthonormée de I'espace est la donnée de trois vecteurs linéairement indépendants
i, et K telsque 1 .j =0:; i .k =0et j.k =0.

Un repére orthonormé de I'espace est la donnée d'un point et d'une base orthonormée de I'espace.

3) Norme d'un vecteur de |'espace :

Soit (O, i, j , k) unrepére orthonormé de I'espace.

Soit u'(x;y;z) et v (X;y;z')deux vecteurs de I'espace.
Alors || u||=+/x@+y2+22et U - vV =xX +Yyy +27'

Soit A(Xa;ya;za) et B(Xs;Ye;zs) deux points de I'espace.

Si u =AB alors || u’||=AB = \/(xs —xa)2 + (Y8 — ya)? + (z8 — Za)?

4) Applications :

a) Lesvecteurs u'(1;-2;5) et v (1;3;1) sontilsorthogonaux ?

—

U.V =1x1-2x3+5x1=1-6+5=0 donc u et v sontorthogonaux.

b) ABCD est un tétraédre régulier ( chaque face est un triangle équilatéral ) d'aréte 6.
| et J sont les milieux respectifs de [BC] et [CD].

e Calculer AB.AC,AB.AD et AC.AD puis Al et Al.
e Calculer AT . AJ en utilisant les égalités AB + AC =2 Al et AC+AD =2 Al.

e Exprimer ce produit scalaire en fonction de cos(fA\J) et en déduire la mesure, en degrés, de
I'angle TAJ. Arrondir au dixiéme.

AB. A‘C’_l(ABuAc2 BCZ)=%(62+62—62)218.

Deméme AB.AD=18 et AC.AD =18

Dans le triangle AIC rectangle en I, Al2= AC2— IC2=62—32=27 donc Al =~/27 = 34/3.
De méme AJ=31/3.

Al. A =2(AB+AC) 5 (AC+AD)= 4(AB AC +AB.AD + AC.AC+AC.AD)

=Z(18+18+62+18)

=225.
— = —— - N
Al . A=Al xAlxcos( Al ; AJ) donc 225= 3\/§ X 3\/5 x Cos(AlJ)

~ 5
donc cos(AlJ) = 5

N N P
donc gréace a la calculette, AlJ ~ 33,6°
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1. Orthogonalité dans I'espace :

1) Orthogonalité de deux droites :
Deux droites sont dites orthogonales lorsque leurs paralléles respectives passant par un méme point

sont perpendiculaires.

2) Orthogonalité de deux vecteurs :
Deux vecteurs non nuls sont orthogonaux lorsque les droites dirigées par ces vecteurs sont orthogonales.

u et v orthogonaux < u - v =0
Conséquence : (d) et (d') sont orthogonales si et seulement si leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux.

Les droites (A, u )et(B, v )sontorthogonales< u - v =0.

3) Orthogonalité d'une droite et d'un plan :
Une droite est orthogonale a un plan si elle est orthogonale a toutes les droites de ce plan.

La droite (d) de vecteur directeur u est orthogonale au plan (P) de vecteurs directeurs v et w’

sietseulementsi u - v =0 ET u - w =0.

Cette définition permet de démontrer la propriété : " une droite est perpendiculaire a un plan si et
seulement si elle est perpendiculaire a deux droites sécantes de ce plan ".

I11. Orthogonalité de deux plans dans |'espace :

1) Vecteur normal & un plan :
a) Définition :
On appelle vecteur normal & un plan (P), tout vecteur n, non nul, orthogonal & deux vecteurs
non colinéaires du plan (P), par exemple deux vecteurs directeurs de (P).

b) Conséquences:

e Ladroite de vecteur directeur n est orthogonale au plan (P).

e Si(P)estleplan (A, AB,AC)alorsona:
n vecteur normal au plan (P) < n -AB=0 et n - AC =0.

Cc) Propriétés :
e Si n estun vecteur normal au plan (P), n_ est orthogonal & tout vecteur de (P).
e Si A et M sont des points de (P) alors AM - n'=0.

2) Plans paralléles :

Deux plans seront paralleles si et seulement si leurs vecteurs normaux sont colinéaires.

3) Plans orthogonaux :

Deux plans seront orthogonaux si et seulement si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux.
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IVV. Equation cartésienne d'un plan dans l'espace :

Soit (P) un plan contenant le point A (Xa, ya, za) etde vecteur normal n’(a,b,c).
Ce plan est I'ensemble des points M (x,y , ) de l'espace tels que AM - n =0.
Or AM - n =0 &(x-xa)xa+(y-ya)xb+(z-za)xc=0
& ax thy+cz+( —xaxa —yaxb—-zaxc)=0.
On pose d = — xax a —Yyax b —zax c et on obtient la définition suivante :

Dans I'espace rapporté a un repére orthonormé, tout plan de vecteur normal n (a,b,c)
admet une équation cartésienne du type ax + by + cz+d =0 avec a,b, ¢ non tous nuls.

Réciproquement :
Dans I'espace rapporté a un repere orthonormé, I'ensemble des points M( x, y, z) verifiant

ax+ by +cz+d=0 estun plan de vecteur normal n (a,b,c).

Exemples:
1) Déterminer I'équation cartésienne du plan (P) de vecteur normal u (—-2;3;4)
et contenant le point A (0;—-1;3).

(P) a une équation de la forme —2x+3y +4z+d=0
Ae(P) donc —2x0+3x(-1)+4x3+d=0 < d=-9
L'équation cartésienne de (P) est donc —2x+3y +4z-9=0

2) Déterminer I'équation cartésienne du plan (P) passant par A(3;-5;1);B(-1;0;2)etC(2;1;3).

AB(-4:5:1) et AC(—1;6:2) sontdeux vecteurs non nuls et non colinéaires (__—f ;tg).

Les vecteurs AB et AC sont donc des vecteurs directeurs du plan (P).
Un vecteur n (a;b;c)normal au plan (P ) vérifie :
n .AB=0¢et n .AC=0
donc {—4a+5b+c:0
—a+6b+2c=0

. _ [—4a+5b=-1 —4(6b+2)+5b=-1
Fixons c¢ =1 par exemple. On a alors : {—a+6b:—2 {

a=6b+2
-
b=- 19
& a——i
- 19
Donc n (- 14—9 ; —% ; 1). Pour faciliter I'écriture de I'équation cartésienne on choisira comme

vecteur normal le vecteur n” =—19 n.Donc n" (4;7;-19)

Une équation cartésienne de (P) est donc de la forme 4x+7y—-192+d=0
Be(P)donc -4+0-38+d=0 < d=42

Une équation cartésienne de (P) est donc 4x + 7y — 19z +42 =0
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Cas particuliers : Dans un repére orthonormé de l'espace (O, i, ] , K ).

> Equation du plan ayant pour vecteur normal le vecteur i et contenant le point O ( plan (yOz) )
1 (1;0;0) donc ona 1x+0y+0z+d=0 <x+d=0
Orx=0 donc d=0
x =0 est donc I'équation cartésienne du plan (yOz).

> Equation du plan ayant pour vecteur normal le vecteur j et contenant le point O ( plan (xOz) )
J(0;1;0) donc ona Ox+1y+0z+d=0 <y+d=0

Ory=0 donc d=0

y =0 est donc I'équation cartésienne du plan (xOz).

> Equation du plan ayant pour vecteur normal le vecteur Kk et contenant le point O ( plan (xOy) )
k'(0;0;1) donc ona Ox+0y+1z+d=0 <z+d=0
Orz=0 donc d=0
z =0 est donc I'équation cartésienne du plan (xOy).

V. Distance d'un point a une droite ou a un plan :

1) Distance d'un point & une droite :

a) Projeté orthogonal d'un point sur une droite: S df
On appellt_e projeté_orthogonal d‘u_n point M sur une droite (d) / .\IfL L
le point d'intersection H de la droite (d) -SSR ¢ L

e

avec le plan orthogonal a (d) et contenant le point M. ]

b) Propriétés:
» Si M appartient a la droite (d), le projeté de M sur (d) est M lui-méme .
» Si M n'appartient pas a la droite (d) , le point H, projeté orthogonal de M sur (d) est le point de

la droite (d) le plus proche de M.
On dit donc que la distance MH est la distance du point M a la droite (d).

Démonstration :
» Si M appartient a la droite (d), M et H sont confondus donc MH =0

— f’,, ce qui est la plus petite valeur possible pour une distance.
.;"'lf-;'u P » Si M n'appartient pas a la droite (d) alors, pour tout point M’ de (d),
£ apea — UN . ' -
AR le triangle MM'H est un triangle rectangle en H.
Son hypoténuse [MM] est donc le coté le plus long donc MH < MM' quel que soit

M’ sur (d). Donc la distance MH est bien la distance la plus courte entre le point M et
un point de la droite (d).
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2) Distance d'un point a un plan :

M
a) Projeté orthogonal d'un point sur un plan: T
On appelle projeté orthogonald'un point M sur un plan (P) / i
le point d'intersection H du plan (P) /5 A

avec la droite orthogonale a (P) et contenant le point M. i

b) Propriétes:
» Si M appartient au plan (P), le projeté de M sur (P) est M lui-méme .

» Si M n'appartient pas au plan (P), le point H, projeté orthogonal de M sur (P) est le point
du plan (P), le plus proche de M.
On dit donc que la distance MH est la distance du point M au plan (P).

Démonstration :
» Si M appartient au plan (P), M et H sont confondus donc MH =0
ce qui est la plus petite valeur possible pour une distance.

M
\\.
T \ » Si M n'appartient pas au plan (P) alors, pour tout point M' de (P),
£ —‘,l-t"_,\f M/ le triangle MM'H est un triangle rectangle en H. Son hypoténuse [MM'] est donc
& i” / le c6té le plus long donc MH < MM' quel que soit M' sur (P). Donc la distance

MH est bien la distance la plus courte entre le point M et un point du plan (P).

[— | 1) Déterminer le projeté orthogonal de H sur le plan (CDG).
H e ( CDG) donc H est son propre projeté sur (CDG).

s 2) Déterminer le projeté orthogonal de F sur la droite (CD).
A B Le projeté orthogonal de F sur (CD) est C
car (FC) et (CD) sont orthogonales.
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b)

ABCH est un tétraédre tel que ABC est un triangle équilatéral
d'aréte a (a>0) et les autres faces sont des triangles rectangles en H.

A
/ 1) Déterminer le produit scalaire HB. HC.
// | HB. HC =0 car (HB) et (HC ) sont perpendiculaires.
ay \
[ AH %
£ g TN
/ ==K

v v v e v v w4

= HA2 — AH x AH —m.m+ABxACxc03(%)
car H est le projeté orthogonal de C sur (AH) et de B sur (AH)
AHZ —2 AH? +%a2

1
—n2 __ 2
2a AH

3) Exprimer la distance du point A au plan (BHC) en fonction de a.

(HA+AB).(HA+AC)=HB.HC=0 donc %a2—AH2:O

donc AH2= %aZ

donc AH = 322 a car AH eta sont des réels positifs.
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c) ABCDEFGH est un cube d'aréte 1.
O est le centre de la face EFGH.
I est le milieu de I'aréte [AE].

On se place dans le repére orthonormé ( A, AB, AD, AE).
1) a) Donner les coordonnées des points A, B, D, E,H, Oet .
b) Démontrer que les droites (DO) et (BI) d'une part
et les droites (DO) et (BH) d'autre part sont orthogonales. e
c¢) En déduire que la droite (DO) est orthogonale au plan (BIH). A B
2) a) Justifier que les droites (DO) et (BH) sont sécantes en un point K.
b) Déterminer l'aire du triangle BDH.
c) En déduire la distance du point O au plan (BIH).

1)a) A(0;0;0) ; B(l 0 0);D(0;1;0);E(0;0:;1);

1. q-1
H(011:1)  0(5:3:1) : 1(0:0;3)
b)[ﬁ(%;—%;i) et W(—l;o;%) DO . Blz—% %:o
donc les vecteurs DO et BI sont orthogonaux
donc les droites (DO) et (BI) sont orthogonales.
~s L. 1. 1 11
DO(5:-5:1) et BH(-1:;1;1) DO. m__§_§+1:o

donc les vecteurs DO et BHsont orthogonaux
donc les droites (DO) et (BH) sont orthogonales.

¢) Le vecteur DO est orthogonal & BI et BH.

Les vecteurs BI et BH sont des vecteurs non nuls et non colinéaires ( :—1 #1 )
donc ce sont des vecteurs directeurs du plan (BIH).
Donc DO est normal au plan (BIH) donc la droite (DO) est orthogonale au plan (BIH).

2) a) (HF) est paralléle a (BD) donc H, F, B et D sont coplanaires
Le point O appartient au segment [HF] donc H, F, B, D et O sont coplanaires
Les droites (DO) et (BH) ne sont pas paralléles donc on peut nommer K leur point d'intersection.

b) Le triangle BDH est rectangle en D donc son aire vaut DB xDH _ 1 x \/E = ﬁ

2 2 2
Calcul de DB :
Dans le triangle DAB, rectangle en Aona DB2=DA2+ AB2=1+1=2 donc DB = \/E

c) (DO) est orthogonale a (BIH) et (DO) et (BH) sont sécantes en K
donc K est le projeté de O sur (BIH) donc la distance de O au plan (BIH) est OK.
Dans le triangle BDH, (DK) est la hauteur issue de D,

DK x HB

donc l'aire du triangle BDH vaut >

DK x HB _ /2
2 2

:@
3
zzﬂ

6

Donc @DK:ﬁé or HB=~f(—1)2+12+12 =+/3 donc DK =

e}

ek

(ep]

11 N P N _ _
DO(Z,—Z,l)donc DO = 4+4+1—V;—2 donc OK—DO—DK—2
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4) Formule de la distance d'un point a un plan :
On donne (P) un plan d'équation cartésienne ax+by+cz+d=0. M(x;y;z) estun pointde (P).
A (Xa;Ya; za) est un point quelconque de I'espace et H son projeté orthogonal sur (P).

a) Justifierque AM. n ' =AH. n~
AM.n"=(AH+HM).n'=AH. n'+HM. n =AH. n’
en effet HM et n_ sont orthogonaux donc HM. n =0

b) En utilisant la formule du cosinus en déduire une expression de AH . n .
AH. n=AH x| n'|xcos(AH; n’)

¢) Que peut-on dire de I'angle (AH, n ") ? Endéduireque |AH. n |=AH x| n |
AH et n sont colinéaires donc I'angle ( AH, n ) est congru & 0 modulo .
donc cos (AH; n')=1oucos (AH; n')=-1
donc |cos (AH; n')|=1
Onaalors |AH. n |=AH x| n |

d) Simplifier I'expression analytique de AM . n~ (‘on pourra remarquer qued =—ax—-by—cz)
AM (X—xa;y—-ya;z—za) et n(a;b;c)
Donc AM. n = a(x—xa)+b(y—-ya) +c(z—za)=ax+by+cz—axa—bya—cCza
=—-d-axa—-bya—cza

e) En déduire une expression de la distance de A a (P).
IAM . n’|=|AH. n'|=AH x|/ n|| donc AH :JA?nT'””l
_|-d-axa—bya—cza|
[l
_laxa+tbya+cza+d]

\Ja2 + b2 + 2
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10
Application :
Déterminer la distancede N(3;4;1)a(P):2x—-2y+z+4=0

a) Japplique la formule :
_|2x3-2x4+1+4|_3_
AN P = oy T

1

b) Je raisonne avec le projeté orthogonal :

Posons H le projeté orthogonal de N sur (P). H(x;y;z) € (P).

Le vecteur n (2;—2:1) estun vecteur normal de (P) donc un vecteur directeur de la droite (NH).
Xx=3+2t

Donc la droite (NH) admet comme systéme d'équations paramétriques { y=4-2t teR.
z=1+t

H est le point d'intersection de (NH) et (P) donc ses coordonnées vérifient :

2(3+2t)-2(4-2t)+1+t+4=0

On cherche t.

B+4t—8+4t+1+t+4=0 < Ot+3=0 < t=—§=—%

1. 1.1 7.14 2
Donc H(3—2><3,4+2x3,1—3) donc H(3, 3 ,3)

2. 2.1 [ B
I\W(g,—B,B)doncd(N,(P))_NH_ 5tata =1

=

1
9
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