LES PROBABILITES CONDITIONNELLES

I. Probabilités conditionnelles:
1) Définition:
A et B sontdeux événementsd'un univers Q2 tel que P(A) = 0.

On définit la probabilité que B se réalise sachant que A est réalisé, notée Pa(B)
par le nombreréel tel que :

P(ANB)

Pa (B) = P (A)

2) Propriétés :

Probabilité d'une réunion(rappel) :

P(AUB)=P(A) +P(B)-P(ANB)

Probabilité d'uneintersection :

siP(B) #0 alors P(AnB)=Pg (A) x P(B) et siP(A)=0alors P(A"B)=Pa(B)xP(A)

Propriétés évidentes des probabilités conditionnelles :

Pa(A)=1; PAa(D)=0 ; Pa(B)= 1-Pa(B)

3) Tableau a double-entrée :
a) Exemple ( tableau en effectif ):

Le tableau ci-dessous donne la répartition des éleves d'une classe de Premiere.

Tableau‘ Interne | Externe | Demi-pensionnaire | Total
en effectif
Fille 2 3 11 16
Gargon 1 2 15 18
Total 3 5 26 34

On choisitau hasard un éleve.

On pose A:" I'éleve choisiest unefille" ; B:" I'éleve choisi est demi-pensionnaire".
C: " I'éleve choisiest uninterne".

1) Calculerla probabilitéde choisir un éléve demi-pensionnaire sachantque c'est une fille

P(A) 16
2) L'éléve choisiest uninterne. Calculerla probabilité que ce soit un garcon.

On calcule la probabilité conditionnelle Po(B). Pa(B) = P(AnB)_11

. " - — P(A 1
On calcule la probabilité conditionnelle Pc(A). Pc(A) = PANC) =—

P(A) 18
b) Tableau de probabilités :
brobabiine | B Total
A P(ANB) PANB) P(A)
A P(ANB) | PANB) P(A)
Total P(B) P(B ) 1
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Il. Formule des probabilités totales :

1) Régles de construction d'un arbre pondéré :

Dansunarbre:
la somme des probabilités portées parles branchesissues d'un méme pointvaut 1.
la probabilité d'un événement est égale au produit des probabilités portées par les branches qui
aboutissenta cet événement.

2) Arbre pondéré:

PA(B) _ B P(A) + P(A) = 1
P(A) A . PA(B) + Pa(B) = 1
PaB) 8 Pa (B) + Pa (B) = 1
Pa (B) B P(ANB)=P(A) x Pa(B)
PR . P(A B ) =P(A) x Pa(B)
P(A ~B)=P(A) x PA(B)
@) B P(A B )= P(A) x PA(B)

P(B)=P(BNA)+P(BNA)
PB)=P(BNnA)+P(BnA)

3) Exemple :

Un magasin de jardinage fait une promotion sur une table de jardin et son lot de 4 chaises.

Aprés une semaine de promotion, on a pu établir que 10% des personnes entrant dans le magasin achétent une table.
Parmiles personnes qui achétent une table, 80% achétent aussile lot de 4 chaises.

Parmiles personnes qui n'achétent pas la table, 10% achétent le lot de 4 chaises.

Une personne entre dans le magasin.

On note: T:" lapersonneachete unetable" ; C:"la personneachete le lot de 4 chaises ".

1) Traduire par un arbre pondéré la situation. Donner P+(C).

01 c
Pr(C) = 0,8.
0,9 c
\ 0,1/
"
\0,9
c

2) a) Calculerla probabilité que la personne achéte un lot de 4 chaises.

P(C)=P(CAT)+P(CNT)=0,1x0,8+0,9x0,1=0,08+0,09=0,17.

b) Calculer la probabilité que la personne n'acheéte pas de table, sachant qu'elle a acheté les chaises.
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4) Formule des probabilités totales :

a) Définition d'une partition:

Les événementsA;, A, ...,A, forment une partitionde l'univers QQ siet seulementsi :
AiUAU ... UA=Q et pourtoutietjentiersvariantdelan,i#j ona AinA=Y

Remarque: A et A forme toujours une partitionde l'univers Q.

b) Formule des probabilités totales :
SiAi, A, ...,A,formentune partitionde l'univers Q
alorsla probabilité d'un événement Bde l'univers Q est égale a :
P(B)=P(BMNA1)+P(BNA;)+...+P(BNA,)
P(B) = P(A1) x Pa1 (B) + P(A;) X Paz (B) + ... + P(An ) x Pan(B)

Remarque: En utilisant Aet A comme partitionde Qona:P(B)=P(B"NA)+P(BNA)

lll. Evénements indépendants :

1) Définition :
Deux événements A et B d'un méme univers sont ditsindépendants
si et seulement si Ps (A) = Pg (A) = P(A).
ATTENTION ! Ne pas confondre avec A et B sontincompatibles(A "B =)

2) Conséquence ( plus utile que la définition ) :
_P(ANnB) , . _P(ANnB)
Ps (A) = “p(B) () d'ou P(A)= “p(B) ()

< P(A N B)=P(A) x P(B) si AetBsontindépendants.

3) Propriété :

Si A et B sont deux événementsindépendants, alors A et Bsont aussiindépendants
(de méme queAet B ainsique AetB).
Démonstration :

P(ANB)=P(A)x P(B) car AetBindépendants.
P(B)=P(ANB)+P(A NB) car Aet A réalisent une partition deB.

donc P(A N B)=P(B)—P(An B)=P(B)— P(A) x P(B)=P(B) x [ 1—P(A) ] = P(B) x P(A )

donc A etB sont indépendants.

4) Exemple :

Un hypermarché vend par paquets d'un kilogramme, des clémentines et des oranges, en provenance d'Europe ( Espagne ou
Italie) et du Maroc. Le nombre de kilogrammes mis en vente est donné par le tableau ci—dessous :

Italie Espagne Maroc Total 1) Quelle est la probabilité des événements :
Clémentines 100 250 150 500 C:"acheter des clémentines" et I:" acheter un paquetitalien"
Oranges 300 550 650 1500 P(C) =ﬂ =1 t P(l) = 400 =1
2000 4 2000 5
Total 400 800 800 2000 2) Les événements C et | sont-ils indépendants
Un acheteur prend au hasard un paquet de 1 kilo de ces PICA 1)= 100 =i et P(C) x P(I) = lx lzi
fruits. 2000 20 4 5 20

P(Cn 1)=P(C) x P(l)donc Cet | sont indépendants.
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IV. Exercice bilan:

60% d'une population est vaccinée (V) contre une maladie.
On constate que 5% des personnes vaccinées font une réaction allergique A a un produit.
Parmi les personnes non vaccinées, 10% sont victimes d'une réaction allergique A.

On construit un arbre pondéré:

005 1) On choisit, au hasard, une personne vaccinée.
/ Calculer la probabilité d'obtenir une personne victime d'une réaction

T allergique.
\

Il s'agit d'une probabilité conditionnelle.

o8 3 En effet, il faut considérer les personnes vaccinées seulement
avant de s'intéresser aux personnes allergiques.
Cette probabilité se notera Pv(A) eton lira P de A sachant V.
On a Pv(A) =0,05.
2) On choisit, au hasard, une personne non vaccinée.
04 A

allergique.

\ / Calculer la probabilité d'obtenir une personne victime d'une réaction
/0,1

\ Idem question précédente. Pv(A) = 0,1
3) Calculer la probabilité d'obtenir, dans la population, une personne victime d'une réaction allergique et vaccinée.
Il s'agit de la probabilité d'une intersection. P(ANV)=0,05x% 0,6 =0,03.

4) Calculer la probabilité d'obtenir, dans la population, une personne victime d'une réaction allergique.
Il faut calculer P(A). On peut construire un tableau a double-entrée.

A A TOTAL
v 0,6 x 0,05=0,03 0,95x0,6=0,57 0,6
2 0,1x0,4=0,04 0,9%0,4=0,36 0,4
TOTAL 0,07 0,93 1

On voit, grace au tableau, que P(A)=P(ANV)+P(AN V) =0,07.

5) Calculer la probabilité d'obtenir, dans la population, une personne ni victime d'une réaction allergique ni vaccinée.
P(ANV)=0,9x%x0,4=0,36

6) Calculerla probabilité d'obtenir, parmi les personnes ayant une réaction allergique, une personne vaccinée.
Il faudrait inverser I'arbre. On va se servir du tableau a double-entrée.
-
On saitque P(ANV)=0,03
et que P(A NV ) =P(A) x Pa(V)

0,93 v P(A) 093 93

\ % / p*(v):mzﬁzg3
- . P(A) 093 93
\

—
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