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Exercice 1: (11 points)

Partie A :

-1
On considere la fonction f définie sur lI'intervalle [0 ; 11 ] par f(X) = (ax+b)ez" ou a et b désignent deux
nombres réels. On admet que cette fonction est dérivable sur I’intervalle [0 ; 11] et on note f’ sa fonction dérivée.
Sa courbe représentative Cr est tracée ci-dessous.
Elle coupe I’axe des ordonnées au point d’ordonnée 1 et admet une tangente horizontale au point d’abscisse 1.

f )

X

1) Donner les valeurs de f(0) et de ' (1).

1
2) Démontrer que, pour tout réel x €[0; 11], f'(x) = (—% ax — %b + a) e 2"
3) Déterminer les valeurs de a et de b.

Partie B :
1
Pour la suite de I’exercice, on admet que la fonction f est définie sur [0 ; 11] par : f (X) = (x+1) e 2"

1) Etudier les variations de la fonction f sur [0 ; 11] et construire son tableau de variations.

2) Démontrer que I’équation f (x) = 0,5 admet une unique solution « sur I’intervalle [0 ; 11].

3) Donner I’arrondi de o & 1’unité.

Exercice 2 : VRAI/FAUX (6 points)

L’espace est rapporté au repére (0;7,7j, k) -

On considére les points A(-3;-2;-1), B(-2;0;1) et C(7;3;6).

X=1+t x=1+t
On donne des représentations des droitesd: Y y=—-1+2t telR et d:yy=-3+t teR
z=1+2t z=t1

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse en justifiant la réponse :
1. Les droites d et (AB) sont confondues.

2. Les droites d' et (BC) sont sécantes.



(11 points)

Exercice 3 :
Un artiste souhaite réaliser une sculpture composée d’un tétraédre posé S
sur un cube de 6 métres d’aréte. Ces deux solides sont représentés par |
le cube ABCDEFGH et par le tétraedre SELM ci-contre. |
|
. ‘ ) — = E \M
On munit I’espace du repére orthonormé ( A, Al ,Al , AK) /#—— 1
tel que : | € [AB], J € [AD], K € [AE] etAl=AJ=AK =1, Ly M
I’unité graphigue représentant 1 metre. /] ! N
F i | o
Les points L, M et S sont définis de la fagcon suivante : ! | \\\
! |

+ Lestlepointtel que FL =% FE i t AN
a /I‘ﬁ;“""::
F _‘r‘

* M est le point d’intersection du plan (BDL) et de la droite (EH) ;

» S est le point d’intersection des droites (BL) et (AK). B c

Partie A
Dans cette partie, on n’utilisera pas les coordonnées.
1. Démontrer que les droites (LM) et (BD) sont paralléles.
2. Démontrer que les droites (LM) et (FH) sont paralléles.
3. En déduire que dans le plan (EFG) le triangle ELM est isocéle.

Partie B

Dans cette partie, on utilisera le repére orthonormé ( A AT ,ﬁ,ﬁ()).
1. a. Donner, sans justification, les coordonnées des points A, B, C, D, E, F, G, H.
b. Démontrer que les coordonnées du point L sont (2 ; 0 ; 6) et que les coordonnées du point M sont (0 ; 2 ; 6).

2. a. Donner une représentation paramétrique de chacune des droites (BL) et (DM).

b. En déduire les coordonnées du point S .

Exercice 4 : (12 points)
2+ 3x

Soit f la fonction définie sur ’intervalle [0; 4] par : f(x) = At x

Partie A

On considére la suite (u,) définie par : up =3 et pour tout entier naturel n, Uns1 =f (Un).
On admet que cette suite est bien définie.

1. Calculer u; .
2. Montrer que la fonction f est croissante sur I’intervalle [O; 4].

3. Montrer par récurrence que pour tout entier natureln, 1 < u,,, < u, < 3.

4. a. Montrer que la suite (u,) est convergente.
b. On appelle | la limite de la suite (u,). Montrer I’égalité : | = 24++3||

c. Déterminer la valeur de la limite 1.



Partie B BONUS (4 points)

On considere la suite (vn) définie par : vo= 0,1 et pour tout entier naturel n, vn+1 = f(vn)
1. On donne ci-dessous la courbe représentative Ct, de la fonction f et la droite D d’équation y = X.
Placer sur 1’axe des abscisses et sur 1’axe des ordonnées, par construction géométrique
(on laissera les traits de construction), les termes vo, V1, V2 et va.
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2. Quelle conjecture peut-on formuler sur le sens de variation et le comportement de la suite (vn)
quand n tend vers I’infini ?

a. Montrer que pour tout entier naturel n, 1 —Vp+1 = (4 fv )( 1-vn)
n

b. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 <1 — v, < (%jn

3. Lasuite (vn) converge-t-elle ? Si oui, préciser sa limite.



CORRIGE : DS 04 TMATHS
Ex1: (11 points)
Partie A
On considére la fonction f'définie sur 1 A

I’intervalle [0 ; 11] par: f (x)=(ax+b)e’ LT
ou a et b désignent deux nombres réels.

On admet que cette fonction est dérivable sur 1 -
I’intervalle [0 ; 11] et on note f/”’ sa fonction
dérivée.

Sa courbe représentative C ; est tracée ci-
contre.

Elle coupe I’axe des ordonnées au point d’ordonnée 1 et admet une tangente horizontale au point d’abscisse 1.

1. Donner les valeurs de f{0) et /' (1).

£0)=1etf'(1)=0.

2. Démontrer que, pour tout réel x € [0; 11], f '(x):(%lax—%bﬂz)eTx
ST o1 -1,
f'(x)=ae? —E(ax+b)e2 :(Tax—zbﬂz)ez
3. Déterminer les valeurs de a et b.
f(0)= (0+b)e® =1 ob=1
L
donc f(x)=(ax+1)e?
r(1)=0e (_—la—l+a)e_71:0 o(Zla-Lia)=0 o o=l o 4=
2 2 2 2 2
=L
donc f(x)=(x+1)e?’
et fr<x)=<‘—1x—l+1)6_71‘”:(——1“1)6_7‘
2 2 2 2

Partie B
—1

Pour la suite de ’exercice, on admet que la fonction f'est définie sur [0 ; 11] par: f(x)=(x+1)e *

1. Etudier les variations de la fonction f sur [0 ; 11] et construire son tableau de variations.

—1
La fonction x - e > est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables sur R.
Donc fest dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R, donc sur [0 ; 11].
—1

;]x J— X
D’aprés la partie A, f ’(x):(_?lx+%) e’ etestdonc du signe de (71x+%) car e’ >0 pour tout réel x.

_71x+%>0©x<1




On établit le tableau des variations de fsur [0 ; 11] :

T 0 } 11
f'(z) + o0 -
26_|1/2
f(@) A R
1 f(1)

-1

—x]1
F(11)=(12)e?>  ~0,049

2. Démontrer que I’équation f'(x) = 0,5 admet une unique solution a sur ’intervalle [0 ; 11].

fest dérivable donc continue sur [0 ; 11].
- Sur [0 ; 1], f'est strictement croissante donc f{x) > f{0) > 0,5 ; I’équation f{x) = 0,5 n’a donc aucune solution sur cet

intervalle.
- Sur [1 ; 11], fest strictement décroissante et f{11) < 0,5 < f{1) ; I’équation f{x) = 0,5 a donc une unique solution

sur cet intervalle ( corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires)

On en déduit que I’équation f'(x) = 0,5 admet une solution unique dans [0 ; 11].

3. Donner I’arrondi de o a I’unité.

En utilisant la calculatrice, on trouve a. =~ 5 arrondi a I’unité.

Ex 2 : VRAI/FAUX (6 points)
L’espace est rapporté au repére (0;7,7,k) -

On considére les points A(-3;-2;-1), B(-2;0; 1), et C(7;3;6)

x=1+t¢ x=1+t'
On donne des représentations des droites d :ly:_1+2t teR etd’ : y=—3+t' ¢ '€R
z=1+2¢ z=t'

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse en justifiant la réponse :

1. Les droites d et (AB) sont confondues. FAUX

AB (1;2;2)estun vecteur directeur de d. Donc (AB) et d sont paralléles.

—4=¢
—3=1+¢ _
—2=—_1+2¢ ¢équivauta 7:; incompatible.
—1=1+2¢ 1=y

Donc A n’appartient pas a d, et les droites (AB) et d sont strictement paralléles.

2.. Les droites d’ et (BC) sont sécantes. VRAI

BC (9:;3;5)et v (1;1;1) vecteur directeur de d’ ne sont pas colinéaires car % * % (‘en prenant les deux

premieres coordonnées de BCet v ). Donc (BC) et d’ ne sont pas paralleles.




x=—2+9¢
La représentation paramétrique de (BC) est : | y=0+37 r€R

z=1+5t¢
—249¢=1+¢"' —2+9t=1+1+5¢ t=1
3t=—3+¢' équivauta 3t=—3+1+5¢ ¢équivauta t=1 systéme compatible.
1+5¢t=t' 1+5t=t' t'=6

En remplcant t par 1 dans la représentation paramétrique de (BC) , on obtient les coordonnées de C.
Donc les droites (BC) et d’ sont sécantes en C.

Ex 3 : (11 points)

5
Un artiste souhaite réaliser une sculpture composée d’un tétra¢dre posé sur un cube |
de 6 métres d’aréte. Ces deux solides sont représentés par le cube ABCDEFGH et :
par le tétracdre SELM ci-contre. )+'_E__ M H
On munit I’espace du repére orthonormé (A, Al , A7 , ZI?) Ly- | "'x\
tel que : [ € [AB], ] E[AD], KE[AE] et Al=AJ=AK =1, / | \
I’unité graphique représentant Imeétre. F ! : feX
! | A
Les points L, M et S sont définis de la fagon suivante : ! K \"\
. = _2 7= / S A . !
* L est le point tel que FL=§ FE ; f J -7
[ PPt -
* M est le point d’intersection du plan (BDL) et de la droite (EH) ; [ T
=
B C

* S est le point d’intersection des droites (BL) et (AK).
Partie A

1. Démontrer, sans calcul de coordonnées, que les droites (LM) et (BD) sont parall¢les.

* Les plans (EFG) et (ABC) sont paralléles, car s’appuyant sur deux faces opposées du cube.
* Le plan (BDL) coupe donc les plans (EFG) et (ABC) selon deux droites paralléles :
— l’intersection du plan (BDL) et du plan (ABC) est la droite (BD) ;
— P’intersection du plan (BDL) et du plan (EFG) est la droite (LM) ; en effet :
par définition M € (EH), or (EH) C (EFG) donc M € (EFQG) et, toujours par définition M € (BDL) ;
L € (FE) or (FE) C (EFG) donc L € (EFQG) et il est évident que L € (BDL).
Les points L et M sont deux points distincts, appartenant chacun a la fois aux plans
(BDL) et (EFG). L’intersection de ces deux plans est donc la droite (LM).
On peut donc conclure que les droites (LM) et (BD) sont paralléles.

2. Démontrer que les droites (LM) et (FH) sont paralléles.

Le plan (FBD) contenant les droites paralleles (FB) et (DH) (paralléles a une méme troisiéme droite (CG)) coupe les
plans (EFG) et (ABC) selon deux droites paralléles (FH) et (BD).
Comme (LM)//(BD) alors (LM)//(FH)

3. En déduire que dans le plan (EFG) le triangle ELM est isocele.

Dans le triangle (EFH) , les points alignés E, L, F sont rangés dans le méme ordre que les points alignés E, M, H et
les droites (LM) et (FH) sont paralléles, donc d’apres le théoréme de Thalés : % = % ,

et puisque EF = EH = 6, alors EL = EM. Donc le triangle ELM est isoc¢le.

Partie B



1. a. Donner, sans justification, les coordonnées des points A, B, C, D, E, F, G, H.

A(0;0;0);B(6;0;0);Cl« ;6;0);D(0;6;0);E0;0;6);F6;0;6);G(6;6;6);H(0;6;6)

b. Démontrer que les coordonnées du point L sont (2 ; 0 ; 6) et que les coordonnées du point M sont (0 ; 2 ; 6).

OnaE(0;0;6);F(6;0;6). Ennotant L(x ; y; z), I’égalité vectorielle fL:%FE donne :

x=6=2(0-6)
2 S, |x—6=—4 C . |¥=2
y— :5(0_0) ce qui équivaut a y=0 ce qui equivaut a y=0
) z—6=0 z=6
z-6=3(6-6)

Donc L(2;0; 6)

Le triangle ELM est isocéle, donc W:%Eﬁ =1 ap=2717

Donc AM=AE+EM =6 AK+2AT=0A1+2 AJ+6 AK ¢’est-a-dire M(0 ; 2 ; 6)

2. a. Donner une représentation paramétrique de chacune des droites (BL) et (DM)

La droite (BL) passe par B(6 ; 0 ; 0) et a pour vecteur directeur BL (=4 ; 0; 6). Une représentation paramétrique de
cette droite est donc :

x=6—4¢ ) x=6—4t¢
y=0+0¢ t€R c’est-a-dire | y=0 (€R
z=0+6¢ z=6t

La droite (DM) passe par D(0 ; 6 ; 0) et a pour vecteur directeur DM (0; -4 ; 6). Une représentation paramétrique de
cette droite est donc :

x=0+0¢"' ' x=0
y=6—4t' t'€eR c’est-a-dire \y,=6-4¢' t'€R
z=0+6¢"' z=6t'

b. En déduire les coordonnées du point S .

x=6—4t=0
Le point S appartient aux droites (BL) et (DM) donc ses coordonnées vérifient : [

y=0=6—41t'
z=6t=6¢'
3
t=—
2
Ce qui équivauta | 3 etle systéme est compatible
2
t=t'
x=0
Le point S a pour coordonnées y=0 S(0;0:9)
z=6X 5:9

Exercice 4 :




Soit f1a fonction définie sur ’intervalle [0; 4] par :  f (x)Z%

Partie A
On consideére la suite (u, ) définie par : uo = 3 et pour tout entier naturel n, u,,,=f (u,) .

On admet que cette suite est bien définie.
1. Calculer u; .

2+9 11
L = Un)l=m=—= —.
1= f (uo) 133 7

2. Montrer que la fonction fest croissante sur 1’intervalle [0; 4].

La fonction f est définie et dérivable sur [0; 4] et sur cet intervalle :
o = 34+x)-1(2+3x) _ 12+3x-2-3x _ 10
4+ x)2 (4+ x)? (4+ x)?
Quotient de nombres positifs ce nombre dérivé est positif quel que soit x dans I'intervalle [0; 4].
La fonction f est donc croissante sur [0; 4].

3. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 1<u,, <u,<3

Démonstration par récurrence :

Initialisation

On a d’apreés la premiére question : 1 < u; < 1y < 3 :'encadrement est vrai au rang 0;
Hérédité

Supposons que pour ne M, 1< u,.; < u, < 3; par croissance de la fonction f sur [0; 4], on

5 11
F) < fups1) < f(ug) < f(3) oucar f(1) = Z=let f3)= — <8,

1 € Un+2 < Up+1 < 3:larelation est donc vraie au rang n+ 1.

Conclusion :'encadrement est vrai au rang 0 et s'il est vrai a un rang quelconque n il est vrai au
rang suivant n + 1 : d’'apreés le principe de récurrence pour tout naturel n, 1< uy. < u, <3.

4. a. Montrer que la suite ( u, ) est convergente.

D’apres la question précédente la suite (u,) est décroissante, minorée par 1 : elle converge
donc vers une limite £ = 1.

2+3]
4+]

b. On appelle / la limite de la suite (u, ) ; montrer I’égalité : /=

c. Déterminer la valeur de la limite /.

2+3
Del'égalité u,., = f(u,) = 4+ “n on en déduit par continuité de la fonction f (puisque
+u
f est dérivable) : !
2+3¢
£= .
4+7

Onen déditque f(4+¢)=2+3f <— £+Ff-2=0.

OrA=1+4x2=9=3%1lyadeuxsolutions:

-1-3 -1+3
fh=—F—=-2etlz= =1

— 2 2
Comme £ € [1; 3], la seule solution est 5 = 1.



Partie B BONUS : (4 pts)
On considére la suite ( v, ) définie par : vo = 0,1 et pour tout entier naturel n, v,,,=f(v,)

1. On donne ci-dessous la courbe représentative C ,, de la fonction fet la droite D d’équation y = x.

Placer sur I’axe des abscisses et sur I’axe des ordonnées, par construction géométrique (on laissera les traits de
construction), les termes vy , v1, v, et vs.

L0 + €

0.8 4+

0,7 +

0,5 1

04 1+

0,2 +

0,1 4+

0 I I I I I I I I I I

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 09 1,0 11
w=0,1 v = 0,561 vy =0,8073 =0,92

2. Quelle conjecture peut-on formuler sur le sens de variation et le comportement de la suite ( v, ) quand n tend vers
I’infini ?

On peut conjecturer que la suite (v,) est croissante et qu'elle a pour limite 1.

n+l—

3. a. Montrer que pour tout entier naturel n, 1—v —(

2+3v 4+v,—2-3v 2-2v 2
tl_unﬂzl_ == - == == (1-wvp).

i+ vn B 4+ vy 4+ vp 4+ Un



b. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 <1- v, <

l n
2

1 0
Initialisationpour n=0, 1-vp=0,9;0r [E) =1
1 n
Gnabien[)'s;l—uus;(i) .

n
Hérédité Supposons qu'au rang n € [ quelconque, on ait 1 — vy < [E) .

Onal-vys= (1— vy), donc d'aprés I'’hypothése de récurrence :

4+ vy
1

2 n
1- L —x|=| .
Vn+1 1+ v, x{z)

1\ 1\
orogl-v < [E) = vy =l- [5] = 0; il suit que 4 + v, = 4, donc en prenant les
1
inverses 0 < = —.
1+v, 4

n

1(1
Onadonc0<1— vy <2x 1 [5 , 50it finalement :

n+l
0<1-vp < [E) : I'encadrement est vrai au rang n+ 1.

L'encadrement est vrai au rang 0 et s'il est vrai a un rang nquelconque il est vrai au rang
n+1:d'aprés le principe de récurrence :

1 n
quel que soit le naturel n, 0<1—v, < [EJ .

4. La suite ( v, ) converge-t-elle? Si oui, préciser sa limite.

1 1\" . . L
Comme 0 < > < 1, on sait que lim E) = 0, donc I'encadrement trouvé a la question préceé-
n—+0o0

dente montre que la la limite de 1 — vy = 0, donc:

lim v,=1.
n— 400
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