TSpé SUITES Exercices plus difficiles

Exercice 1 :
u est la suite définie par u, = 13 et, pour tout nombre

=ntier naturel n,

1 4
Un+1:?un+g

Démontrer par récurrence que, pour tout nombre

entier naturel n,

14n
u,= 1T+12x% (—)
5
£n déduire le sens de variation et la limite de la suite u.

Exercice 3 :
1. Démontrer que si une suite u est majorée par M et
converge vers le nombre réel €, alors € < M.
On admettra que si u est de plus minorée par m, alors
ms={<M. :
2. festlafonction définie sur [0 ;+ e[ par f(x) = \/2:_
x°+1

et u est la suite définie par u, = 0,5 et pour tout nombre
entier natureln, u_  ,=f(u).

a) Voici l'expression de f'(x) obtenue avec le logiciel Xcas.

n+1

1|simplifier(deriver(2x/sqri(x*2+1)))
2 £
2-\/:( +1 vt
4 2 B4
X +2.x +1 M

Utiliser ces résultats pour dresser le tableau de variation
de fsur [0;+ e[ et en déduire que si 0 < x < 2,alors
0<flx)<2

Exercice 4 :
u est la suite définie par u, = 1 et pour tout nombre entier

natureln, v .. =—u +n-2.
3 n

ntl n

Pour tout nombre entier naturel n, S = z U
k=0
1. Calculer u,, u, etu, puis 5,,5,,5, et S,.

2. a) Démontrer que pour tout nombre entier natu-
reln=4, u >0.

b) En déduire que pour tout n =5,
c) En déduire la limite de la suite u.
3. vest lasuite définie pour tout nombre entier naturel n,

u,>=n-=3.

par v, =-2u_+3n -5
a) Démontrer que vest une suite géométrique dont on
donnera la raison et le premier terme.
b) En déduire que pour tout nombre entier naturel n :

NEL NN W 1

" 413 2 4

<) Exprimer S, en fonction de n. Etudier la limite de la
suite (S,).

Exercice 2 :

u est la suite définie par u, = - 1 et pour tout nombre

entier naturel n,

Upiq =0,2 u,+06

1. a) Démontrer que la suite v définie par v,=u,-0,75

est géométrique.

b) En déduire la limite de la suite v.

2. a) Déterminer u, en fonction de n.

b) En déduire en fonction de n, I'expression de :
S,=Ug+u +...+u

¢) Quelle est la limite de la suite S ?

b) La figure ci-dessous montre la courbe de fet la droite
d'équation y = x. Construire sur l'axe des abscisses les
guatre premiers termes de la suite u,

¢} Donner une valeur h
approchée de u, et montrer 2
que la suite v est croissante

et bornée entre 0 et 2.

d) Démontrer que la suite 1
u est convergente. Ecrire un
encadrement de sa limite £.
e) La suite v converge-
t-elle vers 2 7 Justifier.

(]

-

)
v

Exercice 5 :

1. Démontrer, en raisonnant par lI'absurde, que si la
suite u est décroissante et converge vers le nombre réel
f,alors pour tout nombre entier naturel n,u_ = £.

. . 3
2. Lasuite u est définie par u, = S et pour tout nombre

entier natureln, u ., =u’-2u +2.

a) Dresser le tableau de variationde f:x+— x* — 2x 4 2
sur l'intervalle [1; 2].

b) Démontrer que, pour toutnde N, u = [1;2].

c) Etablir, pour tout nombre entier naturel n, la relation :
U, —u, =, -2)(u -1)

d) En déduire que la suite u est convergente et détermi-
ner sa limite.



Exercice 6 :
u est la suite définie par son premier terme u, et, pour
tout n de I, par la relation de récurrenceu ., =au, +b
(az0eta=1).
1. Montrer que si u est convergente, alors sa limite est
la solution . d’une équation de degré 1.
2. Que se passe-t-il siug=0?
On suppose par la suite que u, # o.
3. a) Démontrer que la suite v = u - o est géométrique.
b) En déduire 'expression de u, en fonction de n.
4. Pour quelles valeurs de a la suite u est-elle conver-
gente ? Quelle est alors sa limite ?

Exercice 8 :
Une entreprise distribue un produit de consommation

courante en grande quantité. Elle décide d'étudier I'im-
pact d’'une campagne publicitaire
sur quelques semaines.

Pour tout nombre entier naturel n
non nul, p_ est la proportion de
consommateurs du produit la
semaine n et on admet que

P, =082p +0,15avecp,=0,25.

a) Interpréter p, dans le contexte
de cette campagne publicitaire.

b) Montrer que la suite u définie
sur N paru,=p, - % est géomé-
trique.

) Exprimer u, puis p, en fonction
den.

d) Quelle est la limite de la suite (p )?

e) Interpréter cette limite dans le contexte de I'entreprise.

Exercice 7 :

u est la suite définie par u, = 0 et pour tout nombre entier

natureln, u,,,=/0,5u2+8 .

1. Galculer u, etu,.

2. Démontrer par récurrence que, pour tout n de N :
O=su,<u,,,=<8

3. a) Justifier que la suite u est convergente.

b) Enremarquant que, pour tout n de N, u? | =0,5u2 +8,

montrer que la limite € de la suite u est solution d’une

équation et en déduire la valeur de cette limite.

4. On se propose d'obtenir I'expression de u, en fonction

den.

a) vest la suite définie sur N parv, = u? - 16.

Démontrer que v est géométrique.

b) En déduire I'expression de v, puis de u, en fonction

den.

Exercice 9 :
u est la suite définie par u, = 2 et pour tout nombre entier
u?
natureln, v, =—=0_
i -1

a) Démontrer que la suite v est minorée par 2.

b) Déterminer le sens de variation de u.

¢) Démontrer que la suite U ne peut converger vers aucun
nombre réel £.

d) Démontrer, en raisonnant par I'absurde que u n'est
pas majorée. En déduire la limite de la suite v.



CORRECTION

Exercice 1 :
a) Initialisation : u,=13et Conclusion : Pour tout nombre entier n,

0 n
1

1+12><(l) =13 un=1+12(—)
[ 5

Hérédité : Soit k = N tel que '
p . 0 <% < 1 donc la suite (%] est décroissante et (u,)

k
1
U =T+12x [g) -Alors I'est aussicar 12> 0

n
1 4 1 1 k 4 -1< 1 < 1 donc lim [l) = 0 et par opérations
U, =—U +— =—1+12x| = |+— 5 n—+e\ 5
5 5 5 5 > lim u, =1
k+1 e
=1+12x (lJ
5
Exercice 2 :
1.a)v. . =u_.-0,75 b)S, =(v,+0,75) +... +(v,+0,75)
" =uf]ﬂ; +0,6-0,75 (n+1 termes)
=02u"_015 =(Vy+ ... +v))+0,75(n+1)
S o =-175(1+02+... +027+0,75 (n+1)
=0.2(u,-0,75) e
= D,2vn =-1,75 xﬁ+0,?5n+0,75

I

La suite (v ) est géométrique de raison 0,2.

— _ n+1
b)0 < 0,2 < 1donc lim 0,27=0. 5,=-21875(1 ~0.2"*) +0,75n +0,75

s 5 ¢)0<0,2<1donc
2.a) Pour toutnde N, v, =v,x0,2" et lim 0,2"+1=0
n—+eo
Vp=U,-0,75=-175 . .
lim (0,75n +0,75)=+cd'ol
u,=v,+0,75d'otu,=0,75-1,75x%0,2" n—s-tes ( }
lim S =+
N—stee
Exercice 3 :
DEMONSTRATION DE (1) M ¢
On raisonne par 'absurde et on suppose que £ > M. et — f >
«— >

On note I un intervalle ouvert contenant £ et qui est inclus dans

l'intervalle M ; + =<[. 5
u converge vers {,donc I contient tous les u, a partir d'un certain rang et ces u, sont donc supérieurs

a M, ce qui est en contradiction avec le fait que u est majorée par M.Donc { = M.

2.a) Dans I'expression de la dérivée donnée par lelogi-  ¢).y —fu)=—22% _ (89
. . . 1 0 .
ciel Xcas, numérateur et dénominateur sont toujours {052 +1
strictement positifs, donc, pout toutx e [0; <[; f(x) > 0. . 0On démontre, sans difficulté, par récurrence, que u est

Ainsi, f(0) =0 et f(2) = 4 < 2,doncsi0 <x< 2 alors bornéeentre0 et2 (en utilisant le 2. a)).

0 < flx) <2. \E - Pour tout n de I,
_ || 2
b) 1 il"'-J'H‘I_L"ln=f{'l"f1'1}_uri= 2:“1'1 _un=unxw
___________________ — Juz +1 uz +1
Or,0 <u,<2,doncu, ,-u,>0,ainsiu,, > u,lasuite
u est donc croissante.

d) La suite u est croissante et majorée, donc elle converge
vers un réel €.

De plus, d’apresle 1.,0 < £ < 2.

e) Si la suite u convergeait vers 2, alors on aurait f(2) = 2,
: ce qui n'est pas le cas. Donc la suite u ne converge pas
/ Uy u,1 u; Uy 2 3 vers 2.

Y




Exercice 4 :

5 14 14
l.uy=——;U,=——;U;=——=;5,=1;5,=-=;
T 372 9 ' 27" T3
20 74
S,=——;5,=—-—
2 g '3 27

67
2.a) Pourn=4:u4=§>()etsik;i4avecuk>0alors

1
Upg =3+ (k — 2) ainsi par initialisation et hérédité,

u_ = 0 pour tout nombre entiern, n = 4.

b) On déduit du a) quesin =4, u_, > n-2,soit
u.,=n+1)-3etlinégalité u, > n- 3 est vérifiée pour
tous les nombres entiers de la forme (n+ 1) avecn = 4.
Soitpourtoutn,n=5;u, >n-3.

¢) lim (n— 3) = + < donc par comparaison

N—s+teo
lim u, = 4o
n—3+eo
1 21
3.a)Pourne N,v, _,=-2 Eu” +n-2 +3(n+1}—?
2 7
=——Uu,+n——
3 2

1 —2u, +3n—ﬂ]
3 2

1 1
D'olv, = EV”' La suite v est géométrique de raison 3

21 25
etv,=-2Uu,—-—=——
0 0 2 2

Exercice 5 :

1. Si on peut trouver un nombre entier p tel que
U, < { alors il existe un intervalle ouvert I qui contient £

et qui ne contient pas Uy,

lim u, = €donc, a partird'un certainrang k,onau, < I
n—+eo

(u ) estdécroissante doncsin = palorsu_ < u,etu e I
d'ol contradiction pourn =petn = k.

n n
b) Pour tout n, v, = v, x [%} =— é[l]

n n
2501 21 25(1 3 21
d'0ﬂ2un=?[5] +3n—?etu =—{—) +=—n——

n
c,5n=§1+1+___+[1 2lo+1+4.+n]
4 3 3 2

—%[1 +...+ 1] en réorganisant la somme

1 n+1
1-]=
25 [3] 3 _nn+1) 21
=—X + =X -—(n+1)
4 1_1 2 2 4

3
car (n + 1) termes et formule vue en Premiére

n+1
=E{ —[l] }“”*"(n—?}
8 3 4

2.a)

x 1 2
i +
f w2

Pourxe [1;2] f(x)=2(x-1)=0

f(1)=1etf(2)=2

Remarque :sik < [1;2],f(x)  [1;2]

b) Par récurrence : u, € [1; 2] etsiu, € [1; 2], alors
flu) e ;2] soitu, = [1;2].

u, ,-u,=u2-3u +2et(u, -2)u,-1)=u2-3u,+2,
donc pour toutn, u, , - u, = (u,-2)(u,-1)
d)Comme1=u,=20nau,-1=0etu, -2=0,donc
u,., - u, = 0 ceci pour tout nombre entier n donc la suite
u est décroissante, elle est aussi minorée par 1 doncelle
est convergente vers un réel £ qui vérifie 1 = £ = 2 et
qui est un minorant de la suite u car 1°.

limu, ,=¢€et lim (U —2u, +2)=€?-2{+2
N—3ea n—s+eo

donc €=¢2-2{+2
Cette éguation admet deux solutions 1 et 2 mais £ est
un minorant de la suite u, donc £ = 1.



Exercice 6 :
1.Si lim u, = £, alors lim u,., = {et
n—+ee n— +eo

lim (au, +b) = af + b donc par unicité de la limite
n—+eo

d'une suite, £ = af +b. L'équation x = ax + b équivaut a
x(1 - a)=b et pour a =1 elle a une solution unique
b

o=—:

1-a
2.5iu, = «, alors u, = o et plus généralement si pour un
nombre entier k, u, = c.alors u, , = c.donc par récurrence
si uy= 0, pour tout nombre entier n, u, = o et la suite u
est constante.

Exercice 7 :
1.u,=+8;u,=12

20=u,=u,=8etsi0=u,=u,,=8alors
V8 = f05u2 +8 = /0,507, +8 </0,5x82+8
soit0 = V@ = U, = U, =+/40 = 8 et par récurrence
pourtoutn0=u =u_ , =8
3. a) La suite v est croissante et majorée par 8, donc elle
converge vers un réel £ et 0 < ¢ = /8.

Exercice 8 :

a) p,= 0,25 indique que au démarrage de la cam-
pagne 25 % de la population considérée achétent le

produit.
5
b)ne N Uni1=Pna 6
=082p +0,15 —%

5

3.a)Onécritpourne N
u,., = au, +b « énoncé
a=ao+b <« carosolution del'équationx=ax+b

Une différence membre a membre donneu, ., -c.=alu, - ),
donc la suite v est géométrique de raison a.

b) On en déduit pour tout nombre entier n, v, = v, x a"
soitv, = (u,- o) xa"etu, =v, +o

dotu = o+ (u,— o) xa".

4. (u,) est convergente lorsque la suite (a") est conver-
gente, c'est-a-dire pour - 1 < a < 1 dans ce cas

lim a"=0et lim u, = o.
N—s+4co N—s oo

b) lim uZ,, = €2 et lim (0,5u? + 8) = 0,5¢? + 8 donc

N—s+e n—+oe

€2=0,5€2+850it%€2=8=€2= 16etf=4carf=0.

4.a)Pourne N, v, ,=(0,5u2+8)-16

=05u2-8

=05(u2-16)
doncv,, ,=0,5v, ceci pour tout nombre entier n.
La suite v est géométrique de raison 0,5.
b) v,=uj-16 doncpourne N,v,=-16x(0,5)" et
us=v,+16=16[1-(0,5)"
Onau,=0doncu,=4y1-(0,5)" (ne N).

¢)Pourne N, u,=u,x0,82"avec
Up=Po— 2= 7~ =~ etp, =t~
0=PTe T e 12T

soitp, =%— % % (0,82)"

d)0<0,82<1donc lim 0,82" = 0et lim p, = ] or
5 nN—s+ca nN—+oa 6

—=0,83.
6

=0,82{u_+ +U15—5car =u +5
o nle ’ 6 Pn=th 6 e) Sila campagne dure un grand nombre de semaines,

la consommation du produit s'approchera de 83 % de
la population. On note donc une bonne efficacité de la
campagne.

5
=082u, + 3(0,82 -1)+0,15

= 0,82un—2>< 0,18+0,15

=082u,.
La suite u est géométrique de raison 0,82.



Exercice 9 :

a) Par récurrence : Initialisation u, = 2
Hérédité : soit k = N tel que u, = 2 montrons que
u,,, =2 cest-a-direu, ,-2=0.

ug
Oru, ,-2= -2

u, —1
u —2u, +2

u, —1
Oru,=2doncu,-1=>0etonabienu,, ,-2=0
Conclusion : pour tout nombre entier n, u, = 2. La suite u
est minorée par 2.

b)Pourne N, u_,-u_ = —-u

doncu, >0etu -1=0.

Ainsi, pourne N, u_ , —u_> 0.Lla suite u est croissante
(strictement).

¢)Si lim u, = €, alors £ = 2 car (u,) est minorée par 2

N—s+oo
2

¢
te=
T

car unicité de la limite de la suite (u,, ,).
2

Or I'équation £ = 7 admet une unique solution 0. Or

£ = 2 donc £ ne peut pas exister. La suite u ne peut
converger vers aucun réel £.

d) Si (u_) est majorée, alors, comme elle est croissante,
elle serait convergente et c'est impossible (question c).
Donc la suite u n'est pas majorée et elle est croissante,

d'ot lim u, = +ee.
N—y+es



