TSpé Révisions Suites et continuité

Exercice 1:
Soit (un) la suite définie sur IN™ par U =2 et Unps1 =\/Un° —Un + 3.
Onnote f la fonction définie sur R par f(x) =+/x2—x+ 3. Ainsi Un1=f (Uun).

1) a) Etudier le sens de variation de f sur IR et dresser le tableau de variations de f .

a) Résoudre I'équation f(x) =x.

2) a) Démontrer par récurrence que la suite (un) est croissante et que un € [ 2 ; 5] pour tout entier n > 1.

b) En déduire que la suite (un) est convergente. On notera € sa limite.

3) a) Justifier que la fonction f est continue sur R.

b) Donner I'équation vérifiée par € et en déduire la valeur de la limite de la suite (un).

Exercice 2:
On donne la fonction g définie sur R par g(x)=e > +3x - 5.

1) Etudier le sens de variation de g sur IR et dresser le tableau de variations.
2) Démontrer que g(x) =0 a une unique solution a.dans[0;5].
3) Donner un encadrement de o & 1072 prés.

4) Etudier la convexité de la fonction g sur R.

5) Déterminer I'équation de la tangente a la courbe représentative de g au point d'abscisse — %

6) La courbe représentative de g admet-elle des tangentes paralleles a la droite (d)
d'équation y =3x +2? Sioui, en quel(s) point(s).



CORRECTION

Exercice 1:
Soit (un) la suite définie sur IN" par Ui =2 et Un+1 =A/Un? —Un + 3.

Onnote f la fonction définie sur R par f(x)=~/X2—x+ 3. Ainsi Un1=f (Un).

1) a) Etudier le sens de variation de f sur IR et dresser le tableau de variations de f .
f(x):\/m avecu(x)=x2—x+3
X2 — x + 3 est un trindbme de discriminant A=1-12=-11donc x2—x+3>0sur R
donc f est dérivable sur R .

u'(x) von o 2x =1
2\Ju(x) doncf(x)—2 X2—x+3

2\/x2—x+3 >0 et 2x -1>0 < X >%

donc f'(x) =

X — o0

o (N

signe de f'(x) - +

variations
de
f \[11
2

b) Résoudre I'équation f (x) =X .
fX)=x ©\X-x+3 =x & ®-x+3=x2 & —x +3=0 < x =3 S={3}

2) a) Démontrer par récurrence que la suite (un) est croissante et que un € [ 2; 5] pour tout entier n > 1.
On pose (Pn) lapropriété: pourtout n>1, 2<uUn<Un+1<5.
Initialisation: n=1 ui=2 et uz=1(2) = \/5 ; 2<2< \/5 <5 donc (Py) est verifiée.

Hérédité : Supposons qu'il existe k entier , k > 1, tel que (PK) soit vérifiée c’est-a-dire que
2 <Uk<Uk+1 <5.
Démontrons qu'alors ( Px+1) est vérifiée ¢’est-a-dire que 2 < Ux+1 < Uk+2 < 5.
2<ux<uUk+1<5. f étant croissantesur[2;5] ona :
f(2) <f(uk) <f(uw)<f(5) donc /5 < Uks1 < ke <~[23.
Or \[5>2 et \[23<5 donc 2 <[5 < U1 < U2 <423 <5
donc ( Pk+1) est vérifiée.

Conclusion : (P1) est vraie et (Pn) est héréditaire donc (Pn) est vraie pour tout entier naturel n > 1.
La suite (un) est donc croissante (Un<un+1)et une[2;5] (2<un<b)
pour tout entier n > 1.

b) En déduire que la suite (un) est convergente. On notera € sa limite.

La suite (un) est croissante (car un <un+1 pourn=>1) etmajoréepar5 (carun<5 pourn>1)
donc la suite (un) est convergente vers une limite réelle €.



3) a) Justifier que la fonction f est continue sur RR.

Comme justifié en 1)b) la fonction f est dérivable sur IR donc elle est continue sur R.

b) Donner I'équation vérifiée par € et en déduire la valeur de la limite de la suite (un).

uns1 =f (un) donc d'aprés le théoréme du point fixe, la limite € de la suite (un) vérifie I'équation
¢ =1 (£). Cette équation a pour solution 3 ( d'aprés 1)b) ) donc € = 3.

Exercice 2:
On donne la fonction g définie sur R par g(x)=e> +3x —5.

1) Etudier le sens de variation de g sur IR et dresser le tableau de variations.
gx)=-3e* +3=3(1-e¥*)

Signede g(x): 1-e¥ 20 12 o 226 < 0> -3x < x>0

X — 0 + o

signede g'(x) — 0 +

variations
o /
g
4

g(0)=e’+0-5=1-5=-4

2) Démontrer que g(x) =0 a une unique solution a.sur[0; 5]

La fonction g est continue ( car dérivable ) sur IR et strictement croissante sur [0 ; 5]
g0)=-4;905)=e®+15-5=e¢+10~10 et 0 e [f(0);f(5)]

donc d'aprés le théoréme de la valeur intermédiaire, I'équation g(x ) =0 admet une unique
solution a dans I'intervalle [0 ;5]

3) Donner un encadrement de o & 102 prés.
A l'aide de la calculette on obtient 1,66 <o < 1,67

4) Etudier la convexité de la fonction g sur R.

g"(x)=9e> g"(x)>0 sur R donc lafonction g estconvexesur R.

5) Déterminer I'équation de la tangente a la courbe représentative de g au point d'abscisse — %

y=g(-3)(x +3)+g(-3) avec g(-3)=e-1-5ze-6 et g(-3)=3(1e)

y=3(1-e)(x +3)+e-6

y=3(l-e)x +1-e+e-6
y=3(1-e)x -5

6) La courbe représentative de g admet-elle des tangentes paralleles a la droite (d)
d'équation y =3x +2? Si oui, en quel(s) point(s).

(d) a pour coefficient directeur 3 donc il faut résoudre g'(x ) =3

gx)=3 © 3(1-e¥)=3 o 1-e¥=1 o e*=0

Or e >0 donc e* =0 n'apas de solution.

La courbe représentative de g n‘admet pas de tangente paralléele a la droite (d).



