Chapitre 1 Reévisions : La fonction exponentielle

I. Un résultat préliminaire :

Propriété: a et b sont deux réels et a = 0.
Si f est une fonction dérivable sur R
Alors la fonction g définie sur IR par g(x) =f (ax + b) est dérivable sur R
eton a g(x)=axf'(ax+b).

Démonstration :
- e . +h) — ,
Rappel : g est dérivable sur IR si la limite du quotient QMthﬁ) quand h tend vers 0 est un réel.

Ce réel est alors noté g '(x).

g(x+h) —g(x) _ f(ax+ah + b) —fax + b) _ f(ax + b + ah) — f(ax + b)

h h h
_f(ax+b+ah)—f(ax+b)X@
B ah h
_f(ax + b + ah) — f(ax + b)
= n X a
Or f estderivable sur R donc _lim f(ax+b+ah)—f(ax+b):f,( ax+hb)
h—0 ah
: x+h) —g(x) _ .  f(ax+b+ah)—flax+bh) _ , o
hlﬂ]o h —hll)n0 an xa=zaxf'(ax+b)=g"'X).

Exemples: g(x) =f(—x) donc g'(xX)=—f '(-x).
gx)=f(3x—-1) donc g'(x)=3 f'(3x-1).

g(x) = (3x—-1)2. Lafonction f estla fonction carré. f'(x) = 2x
donc g'(x) =3 x2(3x—1)=18x-6.
On retrouve ainsi la formule des dérivées (u2(x))'=2 u'(x) x u(x).

I1. Définition et propriété caractéristigue de la fonction exponentielle :

1) Recherche d'une fonction vérifiant I'équation f'=f:

Proposition: Si f est une fonction dérivable sur Rtelleque f '=f et f(0)=1
Alors la fonction f ne s'annule pas surlR.

Démonstration : Pour montrer qu'une fonction ne s'annule pas surlR, on montrera que le produit
f(x) xf(—x) = 0 pour tout réel x .

Posons g la fonction définie sur IR par g(x) = f(x) xf(—x).

f étant dérivable sur IR, g est dérivable sur R.

g'(x) =f'(X) xf (—x)+f(xX)x (—F'(—x))=f(X) xf(-=x)-f(x) xf(x) =0 car f'=f.

g '(x) = 0 pour tout réel x signifie que g est une fonction constante.

g(0) = f(0) xf(0) =1 donc g(x) =1 pour tout x de IR donc f(x) xf(—x) = 1 pour tout réel x .
Conclusion : le produit f(x) xf(—x) = 0 pour tout réel x donc la fonction f ne s'annule pas suriR.
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2) Définition et premiére conséguence :

Définition: 1l existe une unique fonction ftelleque f "= f et f(0)=1

Cette fonction est la fonction exponentielle, notée exp.

Démonstration : L'existence de la fonction f est admise.

Démontrons en l'unicité.

Nous allons utiliser un raisonnement par I'absurde en supposant qu'il existe deux
fonctions vérifiant les conditions de la définition. Nous montrerons alors que ces deux
fonctions sont forcément égales.

Soient f et g deux fonction définies et dérivables sur R vérifiant :
f'=fetf(0)=1 et g'=9g etg(0)=1.

Posons h la fonction définie sur IR par h(x) = —fg% :

D'apreés la proposition du 1) f ne s'annule pas sur IR donc h est bien définie sur IR .

h'(x) = g'(x) xf(x) —g(x) xt'(x) _ g(x) xf(x) —9(x) xf(x) _
(f(x))? (f(x))?

Donc la fonction h est constante sur R et h(0) = 1.

Donc h(x) =1 pour tout réel x donc g(x) = f(x) pour tout reel x .

Si la fonction f vérifiant les conditions de la définition existe, elle est unique.

Cette fonction est la fonction exponentielle. On a donc (exp(x) ) '=exp(x) et exp(0) =1.

De plus, d'apres le 1), on sait aussi queexp(x) =0

1
exp(x)

et que exp(x) xexp(—x)=1 donc exp(—x) =

3) Propriété fondamentale :

Pour tout réels x ety ona exp (X +y ) = exp(x) xexp(y)
On dit que I'exponentielle transforme les sommes en produits.

Démonstration :  Soit y un réel quelconque fixé.
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x est un réel et k la fonction définie sur R par k(x) = e_x%:(p_(-l-x)ﬂ.

exp(x) = 0 et dérivable sur IR donc la fonction k est définie et dérivable sur R.

K _lxexp'(x+y) xexp(x)—exp(x+y) xexp'(x)
()= (exp()?
_exp(x+y) xexp(x)—exp(x+y) xexp(x)
(exp(x))?

=0

donc la fonction k est constante sur IR et k(0) = exp(y)

donc k(x) = exp(y) pour tout réel x donc %%):(p—&)ﬂ = exp(y)

d’ou exp (x+y) =exp(x) xexp(y).
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I11. Propriétés de la fonction exponentielle :

1) Signe de la fonction exponentielle:

Proposition:  La fonction exponentielle est strictement positive sur R.
Démonstration : On sait que exp(x) = 0.
De plus exp(x) = exp( % + %) = [exp( % )2

Donc exp(x) >0 sur R.

2) Propriétés algébriques :

a) Pourtous réels x ety exp(x-y)= %%%%

exp(X—y)=exp (x+(-Yy))=exp(x) xexp(—Yy) = exp(x) x L __expW

exp(y) ~ exp(y)

b) Pour tous réels xi , X2, ..., Xn ona exp(Xy + X2+ ... +Xn)= exp(X1) xexp(x2) x ... xexp(Xn)
Cette propriété est une généralisation de la précédente.

c) Pour tout réel x et tout entier relatif non a exp(nx) = [ exp(x) ]".
Sin>0 on pose X1 =X2 = ... =Xset on obtient le résultat.

Sin=0exp(nx)=exp(0)=1=[exp(X)]°.

Sin<O0 alors—n >0

n_ 1 'n_ 1 —_ n
et exp() = exp (1) x (X)) = [exp(—X)I" = | s [ = o= Texp) T

exp(x)

3) Vers une nouvelle notation :

On note exp(1) = e, notation due a Leonhard Euler ( 1731, mathématicien suisse ).
La calculette nous donne e ~ 2,718.

De plus pour tout entier relatif nona exp(n) =exp (1xn)=[exp(l) ]"=e".
Les propriétés de I'exponentielle ressemblent beaucoup a celles des puissances d'ou
I'idée de poser exp(x) =¢e*.

Réécriture des propriétés de I'exponentielle :

Pour tous réels x ety , pour tout entier relatifnona:
e*>0 ;

@) =e ;

=1 ;el=e;

ety = eXxeY
X

X=y =

e Y

(eX)n:enX
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1V. Etude de la fonction exponentielle :

1) Sens de variation de la fonction exponentielle:

(") '=¢* et e¥>0 donc la fonction exponentielle est strictement croissante sur IR.

Conséquence : Une fonction strictement croissante ne perturbe pas I'ordre donc
Pour tout a et b réels exp(a) =exp(b) < a=b ou el=ebe a=b

exp(a) >exp(b) & a>b ou e>ePe a>b

2) Tracé de la courbe représentative de la fonction exponentielle:

On se sert de la calculette.
Points importants : A(0;1) et B(1;e).

La courbe est toujours au-dessus de I'axe des abscisses.

Tangentes remarquables :

EnA(0;1) latangente a pour équationy = x + 1.
EnB(1;e) latangente a pour équationy = e x x . Elle passe par I'origine du repére.

y =€ xxX
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3) Dérivation de e“® avec u une fonction dérivable sur un intervalle | de R:

a) Si u(x) =ax+b onapplique la formule de la dérivée de f(ax +b) vueau l.

Onaalors : u'(x)=a
(eax+b) '—gxexth

b) Géneralisation :

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle | de R ona:
(eU®@) "= u'(x) x eu®

c) Exemples :

f(x):ex2—3x+5 Onpose u(x)=x2—3x+5 alors u'(x)=2x-3
Donc f.(X):(ZX_3)exz,3x+5
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