chapie10 - Primitives- Equations différentielles

| Primitives d’une fonction

1) Equation différentielle

La description de nombreux phénomenes physiques peut étre modélisee par une relation entre une
fonction g et sa dérivée g’ : rechercher une fonction g revient a résoudre une équation différentielle.

Définition :
Soit f une fonction définie sur un intervalle | de R .
On dit que la fonction g est une solution de I’équation différentielle y’ =f sur |
si et seulement si g est dérivable sur | et, pour tout reel x de I, g’(x) = f (X)

Exemple :  Soit I’équation différentielle y> = 3x2, pour x élément de IR.
La fonction g telle que g(x) = x® est dérivable sur IR et, pour tout réel x , g’(x) = 3x2
Donc g est une solution sur IR de I’équation y’ = 3x2.

2) Définitions et propriétes

a) Primitive d'une fonction f:
f est une fonction définie sur un intervalle I de R .
Dire que F est une primitive de f sur I'intervalle I signifie que F est dérivable sur |
etque F'=f sur .

b) Propriétés :
f est une fonction définie sur un intervalle | de R et F est une primitive de f sur I.
» Les fonctions G définies sur | par G(x) = F(x) + ¢ avec ¢ €R constituent I'ensemble de
toutes les primitives de f sur I.
» Parmi toutes les primitives de f sur I, il en existe une seule telle que G(xo) = yo
avec Xo un réel donné de l'intervalle I et yo un réel donné.

Démonstration :

Si G(x) = F(x) + ¢ pour x € | alors G'(x) = F '(x) = f(x) donc G est une primitive de f sur I.

Reéciproquement, si G est une primitive de f sur | alors pour tout x de I, G'(x) = f(x).

Or F est une primitive de f sur I donc F '(x) = f(x) pour tout x de I.
Donc pour tout x de I, (G — F)'(x) =0 donc la fonction G — F est une fonction constante sur I.
Il existe donc un réel c tel que, pour tout x de I, G(x) — F(x)= ¢ donc G(x) = F(x) + c.

G(xo) = Yo peut s'écrire F(xo) + ¢ =yo donc ¢ = yo — F(x0). On a donc G(x) = F(x) + Yo — F(xo).
Le nombre yo — F(Xo) étant fixé, la fonction G est alors unique.

» Toute fonction continue sur un intervalle | de R admet des primitives sur R.




Il .Recherche des primitives d’une fonction :

1) Fonctions usuelles :

Ce tableau s'obtient par lecture inverse du tableau des dérivées.

a pour dérivée

F f
Fonction f Intervalle de définition Primitive F

f(x)=a R F(x)=ax+C, CeR
f(x) =x R F)=3%+C, CeR
f(x) = x2 R F(x):%x3+C, CeR

— —_1 yn+1
f(Xx)=x"nelN ,n>1 R F(X)_n+lxn +C, CeR

1 x 1
f) =2 R=R\{0} Fx)=-1+C, CeR
f(x):l nelN,n>1 R=R\{0} F(x):—;+c CeR

Xn ! (n_l)xn_l )
f(x):\ﬁ( [0;+] F(x)=§xx/;<+C, CeR

1
fx) =— = +

N 104 0] FX)=2/x +C , CeR
f(x) = cos x R F(x)=sinx +C , Ce R
f(x) = sin x R F(x)=—cosx +C , Ce R

R

f(x) = & Fx)=e*+C ,CelR
f(x):Xl R\{0} ]0;+wo[ [FX)=Inx+C ,CeR




2) Primitive de la somme de deux fonctions :

Si F est une primitive de f, si G est une primitive de g alors F + G est une primitive de f+ g.

Exemple : Soit h la fonction définies sur R par h(x) = x2 + 2x . Déterminer les primitives H de h sur R.

h(x) = f(x) + g(x) avec f(x) =x2 et g(x) = 2x
H() = F(x) + G(x) avec F(x) :%x3+ Ci.CicR et GX) =x2+Cs,CreR.

H(x):%x3+x2+C,Ce R.

3) Primitive du produit d'une fonction par un réel :

Si F estune primitive de f sur | alors kF est une primitive de kf sur | aveck eR.

Exemple : Trouver les primitives de la fonction g définie sur R par g(x) = 9 x°.

g(x) =9x f(x) avec f(x)=x>  F(x) :lx6+ Ci,CieR.

G(x)=9x F(x) = 9><( x6+C) —x6+C CeR.

4) Primitive d'un produit de la forme u' x u" avec u une fonction dérivable non nulle et n eZ:

» Si u est une fonction dérivable sur un intervalle | , si n est un nombre naturel ,

alors les primitives de u’ x u" xu"tl +C,CeR.

1
+1
> Si u est une fonction dérivable sur un intervalle | , si n est un nombre naturel , n # 1,

S u ,
alors les primitives de o sont données par

-1
W+C,CG|R.

En particulier , sin =2, les primitives de % sont —% +C ,CelR.

Exemples :
a) Soit f la fonction définie sur R par f (x) = 2x ( x2 + 1)?. Trouver les primitives F de f sur R .

On remarque que f se présente comme un produit de deux fonctions.
Posons u(x) = x2 +1 alors u'(x) =2x. Onaalors f(x)=u'(x) x u3(x).

Donc F (x) = 3(x)+C CeR. F(x):%(x2+1)3+C,CeIR.

2

E35#_4)5.Trouver les primitives F de f sur R .

b) Soit f la fonction définie sur R par f (x) = (2

On remarque que f se présente comme un quotient de deux fonctions.

Posons u(x) =2x*—4 alors u'(x) =6x2 Onaalors f(x)= J5(§<)L
-1

Donc F (x) = ) +C,CeR. F(x):W+C,CeIR.

4()



c) Soitf lafonction définie sur R par f (x) = cos xx (sin x ). Trouver les primitives F de f sur R.

On remarque que f se présente comme un produit de deux fonctions.

Posons u(x) =sin x
Donc F(x):%ug(x)+c , CeR.

alors u'(x) =cos x ..

Onaalors f(x) = u'(x) x u’(x).
F(x):%(sinx ¥+C,CeR.

d) Soitf la fonction définie sur R par f(x) = %. Trouver les primitives F de f sur R.
On remarque que f se présente comme un quotient de deux fonctions.
Posons u(x) =cosx alors u'(x) =—sinx. Onaalors f(x)=— 544(%
- -1 _ 1
Donc F(x)———3u3(x) +C, CeR. F(X)_—3(cosx)3 +C, CeR.

5) Tableau récapitulatif :

On suppose que f, g, h et u sont des fonctions définies et dérivables sur un intervalle | de IR.

Fonction f

Primitive F

f(x) =a x g(x) + b x h(x) avec a,b réels

Fx)=axG(x)+bxHX)+C, CeR

f(x) =u'(x) xu"(x) avecn elN F(x) = % u"(x)+C, CeR
f(x) = Jn(—%avecu(x);to et nentier,n>2 F(x) = M+C, CeR
f(x)= ux) avec u(x) =0 FX)=In(u))+C, CeR

u(x)

f(x):m avec u(x)>0

F(x)=24u(x) +C, Ce R

f(x) = u'(x) x cos (u(x))

F(x)=sin(u(x))+C,CeR

f(x) =u'(x) x sin (u(x))

F(x)=—cos(u(x))+C,Ce R

f(x) = u'(x) x eu®

Fx)=e'W+C, CeR

6) Les méthodes pour rechercher une primitive :

1) Sin €IN, pour obtenir une primitive de f(x) = x", on augmente I'exposant de 1 et on divise par (n + 1).

Déterminer les primitives sur R de f (x) = x® puis déterminer la primitive de f telle que F (1) = 3.

F(x) = —x9+C CelR.
Pour determlner une primitive particuliére , il faut calculer la valeur de la constante .
1 .4 1_26
FQ1) = 3<:>9><1 +C=3 < C=3- 5° 9

La primitive cherchée est donc F(x) = 1 x9 + % .



2) Pour un produit d'une fonction par un réel , on obtient une primitive en multipliant par le réel
une primitive de la fonction .

Déterminer les primitives de f(x) =4 x°> et g(x)=-12x".
F(X) = 4><%x6+C: %xG+C ,CeR. G(x)z—le%x8+C:—gx8+C ,CeR

3)Pour une somme de fonctions , on obtient une primitive en ajoutant des primitives de chacune des
fonctions.
Déterminer les primitives de h(x) =4 x°>—12x +3

H(x)=%x6—gx8+3x+c ,CeR.
4) Si f(x) :% , on peut écrire f(x) =a Xxiz Les primitives sont alors F(x) = a x(—%) +C ,CeR.

Déterminer les primitives de h(x) = 2x2 — % sur 10 ; +oo[ puisdéterminer la primitive H de h
X
telle que H(1) =0.

PRI 1 23,3
H(x)—2><3x —3><(—X)+C—3x +X+C , CeR.

_ 2 - _ 2_ 1
H(l)—0<:>3+3+C—O < C=- -3=-3-

o . _ 25,3 1
La primitive de h qui s'annule pour x =1 est H(x) =3X X -3

. u' 1
5) Si f(x) = 7 alors F(x):fG+C,CeIR
, . oo _ 8 ,
Déterminer les primitives de h(x) = —( Ix_3) sur[1l;+ool.
Posons u(x) =4x—3 alors u'(x) =4 et h(x):Zxﬁ:Zx%
H(X):2><_—1+C=2>< —1 +C= =2 +C ,CeR
u 4x -3 4x -3 ’ '

6) Lorsque I'on cherche les primitives d'un produit , on peut chercher a faire apparaitre la forme u* x u"

Déterminer les primitives de f(x) =—8x (x2—5)* sur R puis celle qui s'annule pour x =—2..

f s'écrit sous la forme d'un produit . Posons u(x) =x2—5 alors u'(x) = 2x.
f(x) =—4 x u'(x) x u* (x). Donc F(x)=—4><%xu5(x)+C=—g(x2—5)5+C ,CeR.
67 228 67228 _

F-2)=0 < 72(77)5+C=0 = 5—+C=0 <C= 5———13445,6

La primitive de f s'annulant pour x =—2 est F(x) = —% (x2—5)°—134456.



7) Lorsque I'on cherche les primitives d'une fonction contenant une racine carrée, on peut chercher

a faire apparaitre la forme \L/— Les primitives sont alors de la forme 2 \/TJ + C.
u

. - X
Déterminer les primitives de f (x) = \/— sur IR.
X2+4

Posons u(x) =x2+4 alors u'(x) =2x et f(x) = % X ;XJr 1

F(x):%xz u(x) + C=+/x2+4+C.

8) Lorsque I'on cherche les primitives d'une fonction contenant des exponentielles , on peut chercher
a faire apparaitre la forme u'e". Les primitives sont alors de la forme e".

Déterminer les primitives de f(x) = %x g3

Posons u(x) = 7x2— 3 alors u'(x) = 14x et f(x) = % x ﬁ x 14x x @™ =3 = 5_16 x U'(X) x ¥

Donc  F(x) = % xe™3+C,

9) Si f(x) = UU alors FX)=InJu(x) [+ C ,C eR.

Déterminer les primitives de h(x) = 3)2): 7 sur R .
1 6x 4 U(x

= 3x2 ! = = = =
Posons u(x) =3x2+7 u(x)>0surlR et u'(x)=6x donc h(x) 8X6X3x2+7 3 X 00

Donc H(x) =Inju(x)|+C donc HX)=In(3x*+7)+C,Ce R



I11. Equations différentielles de la forme y'=ay et y'=ay+b

1) Egquation différentielle de la forme y' = ay

Propriété :
Soit a un réel.

L’ensemble des solutions dans IR de I’équation différentielle y' = ay est I’ensemble des fonctions g

g(x) = C x e, ou C est une constante réelle quelconque.

Démonstration (au programme)
Soit la fonction g définie sur Rpar g (x)= Ce®, ou C est un réel.
Alors g'(x)= Cxae® = a x g(x).
Puisque g'(x)=a g(x) pour tout réel x, g est bien solution de 1’équation différentielle y’ = ay

Réciproquement, soit g une solution de 1I’équation différentielle (E ): y' = ay

et soit h la fonction définie sur R par h(x) = e x g(x).

h est dérivable sur R et h'(x) =—ae® x g(x) + e® x g'(X)

Puisque g est solution de (E), g'(x) = axg(x)

et donc,pour tout réel x, h'(x) =—ae®*xg(x) +e®*xg'x) =—-ae®xg(x) +e® xaxg(x)=0.
Donc, pour tout réel x, h'(x) = 0.

La fonction h est donc constante, soit e® xg(x) = C

Puisque e® est différent de O pour tout réel x, on obtient : g(x) = % =Ce¥

2) Equations différentielles dutype v'zay+b et y'zay+f

Propriété :
Soit a et b des réels, a non nul.
L’ensemble des solutions dans R, de I’équation différentielle (E) y' = ay + b est I’ensemble des
fonctions g telles que g(x) = f(x) + fo(X) , ou f est une solution de 1’équation y' = ay
et fo est la fonction constante, solution particuliere de (E).
Donc les solutions de (E) y' = ay + b sont les fonctions g telles que g(x) = C e + fo(X)
avec fo la fonction constante, solution particuliére de (E).

Exemple :
L’équation différentielle y’ = 2y + 6 admet pour solution particuliére la fonction fo telle que fo(x)=-3
En effet, fo’(x)=0et 2 fy(x)+ 6 =0. Donc les solutions de I'équation sont les fonctions g telles que
g(x) = Ce® -3, ou C est une constante réelle.

Propriéteé :

Soita un réel et f une fonction définie sur un intervalle I.

Toute solution dans I de I’équation différentielle (E) y' =ay + f est la somme d’une solution
quelconque de y'=ay et d’une solution particuliére de 1’équation (E).

Donc les solutions de (E) y' =ay +f sont les fonctions g telles que g(x) = C e + h(x)

avec h une fonction solution particuliere de (E).

Exemple :

L’équation différentielle y’ =2y + €* admet pour solution particuliére la fonction h telle que h(x) =—e¢*.

En effet, h'(x) = —e* et 2 h(x)+ e* =—¢e* = h'(x). Donc les solutions de I'équation (E) sont les fonctions g telles
que g(x) = Ce* —¢*, ou C est une constante réelle.



