crapives  |QUILES © récurrence, limites, convergence ...

I. Principe général du raisonnement par récurrence :

C'est un raisonnement " de proche en proche " qu'on a déja utilisé de maniere intuitive pour les suites
arithmétiques et geométriques (démonstrationde un=uo+nr etdeun=uoxq").

C'est le principe d'un chateau de dominos :
« si on pousse un domino, le suivant tombe, et le suivant du suivant et tous les autres
e mais il faut pousser un premier domino, sinon rien ne tombe...

Pour démontrer par récurrence qu'une propriété Pn est vraie pour tout n, on utilise 3 étapes:
1) Initialisation :
On vérifie que la propriété est vraie au premier rang, pour n=0 (oun =1, 2....) .

On aalors : Pg est vraie (ou Py, P2 ...).

2) Hérédite :
En supposant que la propriété est vraie pour un nombre n = k ( hypothese de travail Pk est vraie ),
on démontre qu'elle est dans ce cas vraie pour le rang k + 1.

On a alors : Si Pk est vraie pour un certain k , alors Px+1 est vraie.

3) Conclusion :
Comme la propriété est vraie pour n = 0, et qu'elle est héréditaire, alors elle est vraie pour tout n .

On considere une suite géométrique de raison g et de premier terme up .
On sait donc, par définition, que pour tout n entier naturel : un+1 = Un x Q.
On veut démontrer par récurrence que pour tout n on a alors un = Uo x q" . Cette relation est P.

1) Initialisation

Pourn=0, Poest upx®=uo ce quiestvrai donc la propriété est vraie pour n = 0. Po est vraie.
2) Hérédité

On suppose que, pour une certaine valeur n =k , on a ux = Uo x g~

et on veut montrer que Uk+1 = Up x g<*1 .

Or, par définition de la suite, Uk+1 = Uk x ( .

En utilisant I'hypothése de récurrence, on obtient Uk« = Ukx ¢ = (Uo x g¥) x ¢ = Uo x g~ .

Si Pk est vraie pour un certain k, alors Px+1 est vraie.

3) Conclusion :

Comme la propriété est vraie pour n = 0, et qu'elle est héréditaire, alors elle est vraie pour tout n .
On a donc, pour tout n entier naturel, un = uo x q" .
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1. Définitions des différentes limites:

1) Limite finie :
Onditque (un)nen tendvers £,f e R, sitout intervalle ouvert, contenant {, contient tous les

termes de la suite, a partir d'un certain rang.
Onécriraalors  lim un=¢  eton diraque lasuite (Un)n<n est convergente ou que la suite (un )
n — +oo

converge vers [.

Remarques :
« La limite d'une suite ne peut s'étudier qu'en + oo, car n est un entier naturel .

On écrit donc parfois limun=1/.
« L'intervalle ouvert contenant ¢ est aussi petit qu'on veut. C'est comme si tous les points qui

représentent les termes de la suite étaient contenus dans un tube a partir d'un certain rang.
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e Si(un)nen aune limite finie, celle-ci est unique.

e Silim (un—¢)=0 alors lim un=v¢

n—>+ow n—+ow
Exemple : u-3+£_—1ln ourne IN
......... p n-— n+ 1 p € .
] 5 ] 10 ] 11 . . o
Uo=4; U1:§:2,5 ; uZ:?~3,3 ; U3:4—:2,75 ... Cette suite semble avoir pour limite 3.

Pour justifier cette limite, on va choisir un intervalle ouvert centré sur 3, par exemple ]12,75;3,25[.
On doit alors démontrer que tous les termes de la suite, a partir d'un certain rang, sont dans cet
intervalle.

On cherche donc un rang n tel que 2,75 <u,<3,25 .

_ n o n
2,715<un<325 < 2,75<3+ nL_|_11L<3,25 < -0,25< %H_—11L<0,25

_ n
& 0< | §—1L| <025 < L <025 & n+l1>4 <©n>3.
n+1 n+1
A partirdurang 4, u, € 12,75; 3,25 donc (Un)nemn est une suite convergente de limite 3.
n

.. ) (-1)
On écrira lim 3+ =3.
n— +wo n+

Limites de référence a connaitre :

k
= lim —== 0 aveck e R.
3 \/ﬁ €
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2) Limite infinie :

Onditque (un)nen tend vers + oo si, pour tout nombre A positif , I'inégalité u, > A est vraie
a partir d'un certain rang n .

L'intervalle [ A ; + oo [ contient tous les termes de la suite (Un )nen , Sauf un nombre fini de
termes.

On écriraalors lim us =+ oo et on dira que lasuite (Un)nen est divergente.
n — +oo

Exemple : u, =2" pourn € IN.
un>0 et % =2 >1 donc lasuite (un ) en eststrictement croissante.

n

Si A=1000 un>A < 2" 21000 < n>10

A partir du rang 10,tous les termes de la suite (Un )n e SONt SUpérieurs a A

A I'exception des 10 premiers termes, tous les autres sont dans I'intervalle [A;+ <o ].
Donc la suite (un )n en st divergente et nllnjw Un = + 0.

De méme :
Onditque (un)nen tend vers—oosi, pour tout nombre A négatif , I'inégalité u, <A est vraie
a partir d'un certain rang n .

L'intervalle ] — oo ; A ] contient tous les termes de la suite (Un )n e n , Sauf un nombre fini de
termes.

On écrira alors nIirrg Un=—oo eton diraque lasuite (un)nen estdivergente.
— +oo

Limites de référence a connaitre :
lim n= lim n2= lim n®= lim \/n=+

n — +oo n — +oo n — +oo n — +oo
lim —n=lim —n2= lim —n®= lim —\n=-o
n— +owo n— 4w n — +owo n — +owo

3) Suites particuliéres :

a) Suites arithmétiques: Un=Ug+n xr

Si r>0, (Uun)ren estune suite croissante

Un=Up+nxr donc lim nxr=+o0 donc Iin+1 Un=+o (Un)nen estdivergente.
n — +owo

n — +oo

Si r<0, (Un)ren estune suite décroissante

Un=Uop+nxr donc lim nxr=—-o0 donc Iin+1 Un=—o (Un)nen estdivergente.
n— +oo

n — +oo

b) Suites géométriques: un = Ug x q"
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Sig>1, nIim q" =+ o0 donc nli”ﬂ Un =x oo (dépend du signe de uo)

— +owo

lasuite (un)nen estdivergente.
Si q=1 lasuite est constante, un = Up et donc convergente de limite uo.

Si —1<q<1 ,nlirp q"=0 doncnlirp un=0
lasuite (Un)nen €St convergente.

Si q<—-1 lasuite (un)nen n'apasde limite.
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4) Méthode de recherche des limites :

a) Suites définies par une fonction:

Siup=f(n)etsi lim f(x)=a(avecae R,a=+o ou a=-)alors Ilm Un = a.

X—>+o

Attention : La réciproque est fausse !!

f(x) =cos(2mx) f napasdelimiteen+ o,
mais uy= f(n)=cos(2nxn)=1 pourn e IN
donc (un ) est une suite constante et nllrr)m un=1.

b) Comparaisons:

Si, a partir d'un certain rang, deux suites convergentes vérifient un < vy
avec lim uy= 7 et I|m Va=/¢" alors /</°

n— +oo

Théoreme des gendarmes :
Si, a partir d'un certain rang, ona vn < Un < W, avec lim vn= lim wy=/¢
n — +oo n — +oo

alors lim un = 7.
n — 4o

Applications:  Si lim vy = lim wy =/ alors Iin+1 Un =/
n — +oo

n — +oo n — +oo

Si lim va=+ 00 avec vy <un alors Iim Un = + 0.

n— +oo

Si lim wh=—o0 avec Un < whp alors I|m Un = — oo.

n— +oo

sinn .
Exemple : Un === pourn €IN
—-1<sinn <1 & - _< _<

lim —1: lim 1_ =0 donc lim Sinn _ lim un=0

n—+o n n—+o n—>+o N n—+o

¢) Théorémes de convergence (admis ):

Si une suite (un) est croissante et majoree par un réel M alors cette suite est convergente et sa limite /
verifie / < M.

Si une suite (un) est décroissante et minorée par un réel m alors cette suite est convergente et sa limite
¢ verifie £ > m.

ATTENTION ! Ces théoremes ne donnent pas la limite de la suite. Ils assurent juste son existence.
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I11. Opérations sur les limites :

a représente soit un réel , soit + oo, soit — oo .

1) Somme de deux suites :

||m Vnh =
. Ung /'e R — + o0
nILerun:
f R L+ 0! — +
+ o0 + o0 F.1 + o
2) Produit de deux suites :
1im uy = /0 - + o 0
! R 0% 0 - Si ¢ >0 +o0 si ¢ >0 0
¢ # 0 + o0 si / <0 - o si f <0
—o st /" >0
—® t o si 0'<0 + o —® F.l
+ o0 *oo st £'>0 0 + o0 F.1
- o si £'<0 - :
0 0 F.1 F.1 0
3) Inverse d'une suite :
{ eR
Jim, U = £ %0 - o 0
U 1 +o Si up >0
nlﬂlw Un 2 0 0 — oo Si Un <0
4) Quotient de deux suites :
(%) = Un X (vi) . On applique alors les regles des produits et de l'inverse (2 et 3).
n n
5) Formes indéterminées :
0 00
+o0o—-—o0 ; Oxow ; = D
0 o0

Pour lever une indétermination il faudra transformer I'expression du terme général de la suite, soit en factorisant
et en simplifiant ensuite I'expression, soit en développant I'expression, soit en faisant preuve d'ingeniosité !
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